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La présentation, la lisibilité, Porthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans Uappréciation des copies.

Les candiduts sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel élecironique est
interdite, Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

SI au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

Lépreuve est constituée de quatre evercices indépendants.

On notera : E(X) et V(X)) respectivement l'espérance et lo variance d’une voriable aléntoire X sous réserve
d’ezistence.

Exercice 1
Soient les fonctions f et g définies par :

R - R
f R+ B s (<0 0 5t <0
T e 81 % % 5 aq: —ft
Yoy {{J sit >0 S A 5T
2Vt

1. Petit Préliminaire :
(a) Calculer la dérivée de la fonction h définie sur R par h:t 1+ e” W,

Yy
{b) En déduire la valeur de j g(t) dt pour y = 0.
0

2. Montrer que la fonction f peut-8ire considérée comme une densité de probabilité d’une variable aléatoire

X.
Dans la suite, on note Fi la fonction de répartition d'une varisble aléatoire X dont f est une densité de
probabilité.

8. Soit z e R,
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(2) Justifier que Fx(z) =1si220.
(b) Calculer Fix(x) lorsque 2 < 0. ,
4. On admet que —X est une variable aléatoire réelle et on note @ sa fonction de répartition.
(a) Soit & € R. Exprimer G(z) en fonction de Fi.
(b) En déduire, & I'aide de la question 3, que —X suit one loi exponentielle dont on déterminera le paramétre.
(¢) En déduire les valeurs de B(X) et V(X).
5. Soit Y la variable aléatoire définie par ¥ = X*. On note Fy sa fonction de répartition.
(a) Déterminer V'espérance de ¥, notée E(Y'), en utilisant la question 4c.
(b) Déterminer la fonction de répartition de Y.
(¢) Conclure que Y est une variable aléatoire & densité et en donner une densité de probabilité.

Exercice 2
< U i | % 0
A=11 3 1 et =10 1 @}.
2 2 4 g & 1

On définit les matrices :

1. (a) Déterminer un réel a tel que : A* — 84 =al.
(b) Montrer que A est inversible et donner Pexpression de A%
(¢} Déterminer les valeurs propres possibles de A.

®
2. (a) Résoudre AX = 6X, ol X est de la forme (y) avec (z,y) € R*.

2
1 1

(b) Calculer A (—1) et A ( o).
0 3

(¢) En déduire les valeurs propres de A.

i sl i cif e 6 0 0
3 OnmoteP=11 -1 01,0=1 -3 1]e«D=}0 2 0}.
2 0 -1 2 2 -2 D O 2

(a) Caleuler PQ. BEx déduire que la matrice P est inversible ainsi gue Pexpression de son inverse Pt
(b) Calculer AP et PD. En déduire que A est diagonalisable.
(¢) Par récurrence sur n € N, montrer que A™ = PD"PL,

-1
(d) Vérifier que, pour tout n € N, la dernidre colonne de A" vaut : 272 ( ol | ) 2
2(3" +1)
4. Application : Lucile aime lire un livre avant de s'endormir. Elle posséde trois types de livres : des livres
de chevaux, des lvres de dinosaures et des livres de princesses. Le choix du livre se fait en fonction du livre
qu'elle a lu la veille selon Je schéma suivant, pour n € i

o si elle 2 lu un livre de chevaux le jour n, elle lira un livre de chevaux le jour n+ 1 avec probabilité % ou

un Yivre de princesses avec probabilité % ou un livre de dinosaures avec probabilité %

o si elle a lu un livre de princesses le jour n, elle Jira un livre de chevaux le jour n + 1 avec probabilité

ol

1
ou un livre de princesses avec probabilité gouun livre de dinosaures avec probabilité %,

o si olle a Iu un livre de dinosaures le jour n, elle lira un livre de chevaux le jour n+ 1 avec probabilité

Rl e

1 2
ou mm livre de princesses avec probabilité 5 ou un livre de dinosaures avec probabilité 3

Le premier jour, elle lit un livre de dinosaures.
On note, pour tout n € N* :
& ¢, la probabilité de I'événement C, : "Lire un livre de chevaux le jour n’,
e p,, la probabilité de Pévénement P, : "Lire un livre de princesses le jour n*,
e d, la probabilité de I’événernent Dy, : "Lire un livre de dinosaures le jour n'.
Cn
o Xo=lpnl}.
dn
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(2) Que vaut X;7
- (b) Soit n € N*. A I'aide de la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
(Cf” Pn, Dﬂ), montrer que H XM]_ = A_X

; , 1
{(¢) Bn déduire par récurrence que, pour tout n € N* : X, = o ATTEXL

nrA-00

(d) En utilisant la question 3d, montrer que d, = 5 (1 e 3“1 1) pour tout n € N* et en déduire lim d,.

Exercice 3
On admet que si X et ¥V sont deux variables aléatoires réelles, alors X 4V est une variable aléatoire réelle. Dans
cef, exercice, on étudie deux versions d'un jen, dont le but est d'obtenir un maximum de points.
Soit » un entier naturel pair noté n = 2N avee N un entier supérieur ou égal & 2.
On dispose d’une trne contenant n billes, indiscernables au toucher, numérotées de 1 & n.

Partie I) Premiére version

Dans ce premier jeu, le joueur tire au hasard une bille dans I'urne. On note X la variable aléatoire égale au
résultat du numéro obtenu. On remet la bille dans Purne et on effectue un deuxiéme tirage. On définit alors une
variable aléatoire ¥ qui vaut 1 si ce numéro est impair et 0 si ce numéro est pair. A la fin du jeu, le nombre de
points du joueur vaut X + Y.

Par exemple si le joueur tire la bille numéro 4, remet cetie bille dans 'urne, puis tire la bille numére 3, alors
X =4,Y =1 et le nombre de points obtenus par le joueur vaut X +Y = 5. ,

1. {a) Combien y a-t-il de numéros pairs dans 'urne lorsque 71 = 2N 7
{b) Reconnaitre, en justifiant, les lois de X et V. Donner leurs espérance et variance.
2. Python
Compléter le programme suivant afin qu’il simule le nombre de points obtenus par le joueur i Pissue d’une

partie du jeu.

import numpy as np
import numpy.random as rd
def jeu_1(N):
n=2#%N
¥= rd.randint{1,n+1)
Y= rd.randint(8,2)
return ......

3. Justifier que les variables aléatoires X et ¥ sout indépendantes.

4. Quelles sont les valeurs prises par la variable aléatoire X -+ ¥ 7 Justifier voire réponse.

5. (a) Justifier les égalités suivantes : P(X +V =1} = —iv et P(X+Y =n+1)= -;a

(b) Soit k € [2,n]. Déterminer P(X +Y =k)en utﬂwant la. formule des probabilités totales.

-l
() Vérifier par le calcul que Y P(X +Y =k) = 1.
k=1
6. (a) Que vaut E(X + V) ? Interpréter le résultat obtenu.

(b) Python
On définit le programme suivant :

def simulation(N):
s=8
for k in range(1006):
s=5+ jeu_1(N)
return s/1060

On exécute simulation(4) et Python renvoie 4,939. Expliquer ce résultat.
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Partie II) Seconde version

Dans ce second jeu, on ne remet pas la bille tirée au premier tirage dans I'urrie. Le jeu devient donc :
Le joueur tire au hasard une bille dans Purne. On note X la variable aléatoire égale au résultat du muméro obtenu.
Ox ne remet pas la bille dans 'urne et on effectue un deuxidme tirage. La variable aléatoire ¥ vaut 1 si ce numéro
est impair et 0 si ce numéro est pair. A la fin du jeu, le nombre de points du joueur vaut toujours X + Y.

N N-—1
i (ﬁ-) Montrer que f’(x est paize)(y = 1) = m el que P(x est impa.i:m}(Y = 1) == W.
(b} A Vaide de la formule des probabilités totales appliguée au systéme complet d’événements
{(X est paire), (X est impaire)), caleuler P(Y = 1).
(c) En déduire la Joi de Y.
2. (a) Donmer la valeur de P({X == 1) N (¥ = 1)} en justifiant votre réponse,
(b) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
3. On rappelle que le but du jeu est d’cbtenir le plus de points possibles. Est-ce qu'une version du jeu est
favorable en moyenne au joueur 7

Fxercice 4
On définit Ia suite (4, )ney+ par :

1
up=1 ug=1, ef pour fout n € N* : (n 4 Lo — @n+ Dty + 0w, =l { 1+ R) . (%)

On admet qu'il existe une unique suite, notée (uy)nen-, satisfaisant (x).
Le but de cet exercice est de savoir si il est possible d’obtenir une variable aléatoire X, A valeurs dans N* de loi :

WneN, PX,=n)= %, ot ¢, est un réel positif indépendant de n. (1)

1. Dans cette question uniquement, on s’inféresse & la suite (v, )nen+ définie par :
vi=1 w=1, et pourfoutn € N": (n+ Lupis ~ Cn+ Doags +nv, = 0. (k)

On admet qu’il existe une unique suite, notée (U, )nen-, satisfaisant (xx).
Ou souhaite savoir si il est possible d’obtenir une variable aléatoire X, & valeurs dans N* de loi :

neN', P(X,=n)= ?‘%"-, oll v, est un réel positif indépendant de n. (2)

{(a) Caleuler vy et vy
{b) Par récurrence montrer la propriété P(n) : « v, = 1 et vnyq =1 », définie pour tout n € N*,

N
& T £ 5 1. e 5 E
(c) Seit ¥ € N". On note 8 “Zk'
=1
&
i. Montrer que : Soy — Sy 2 3
ii. Déterminer la monotonie de la suite (S, )nen- et en déduire, 4 I'aide du théoréme de la limite mono-
tone, que : W_I.Er‘_lm S = o0,

ili. Eo déduire la nature de la série de texme général . - La vaziable aléatoire X, définie en (2) existe-
teclle 7 ¥
2. Calculer ug et uq. On exprimera chaque résultat sous la forme a+bn(2) + cIn(3) oit a, b et ¢ sont des réels.
3. Python :

Soit N € N*. On rappelle que V'instruction np.ones(N) modélise les N premiers termes d'une suite sous
forme d’un tableau de longueur N dont tous les éléments valent 1.

Pour tout k € [0, N — 1], la commande ulk] modélise le terme up.q.

Compléter la fonction Python suivante afin qu'elle renvoie la liste des N premiers termes de la suite (#, )nene
qui satisfait (%).
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import numpy as np
def Suite_U(N):
u = np.ones(N)
for k in range(1,N—1):
i+l = ucaan
return u

an(un 1y}
4. Pour tout n € N*, on pose w,, = -

(a) Caleuler w;,

(b) Montrer que la suite (w,)nen- est constante.
{¢) En déduire que, pour tout n € N*, w0y~ = —]ﬁgi).
(d) Soit N un entier supérieur ou égal & 3.

N-1
A Pside d’'un télescopage, montrer que uy = 1 + Z "]“li‘g“)“'

=R
5. Dans cetie question on souhaite déterminer le comportement de uy quand N est trés grand.
2,+c0] — R

Pour cela, on définit la fonction f : { : : In(f) et N un entier supérieur ou égal & 4.

R SN

" »

(a) Btudier les variations de la fonction f sur [3, +oof.

k1
(b) Montrer que: Vk e N,k 23, f(k+ )< F(e)yde < fk).

E

(¢) En sommant Ja relation précédente pour k entre 3 et N — 1, montrer que :
N N N-1
Y r0< [ fma< Y s,
k=4 o k=3
{d) BEn dédllite, en utilisant la question 4d, que :
N N
1@+ [ fde<uy < [ rwaes1+ 5@+ 5o,
3 3
N
6. Le but de cette question est de caleuler f f(t)dt, pour N un entier supérieur ou égal & 3.
3

(a) Calculer la dérivée de la fonction définie sur R par ¢ v (In())>.

N
(b) En déduire la valeur de / F()de.
3

. . o uy 1
7. Déduire des questions 5d et 6b que : N_*hmm N = 2

1 et
8. Dans cetie question, on admet que Z W et f ﬁﬁ%ﬁjﬁ dt ont la méme nature.
2

: ; ar S
(a) Soit A € [2,+00[. Déterminer Ia valeur de /; 7% O d.

{(b) Déterminer la nature de la séric de terme général ;;f:}:“' Conclure.
FIN
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