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La présentation, la lisibilité, orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part mportante dans lappréciation des capies.

Les candidats sont invités ¢ encadrer dans lg mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun decument, L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule lutilisation d'une régle gradude est autorisée.

St qu cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursulvra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

Lépreuve est constitude de quotre exercices indépendants.
EXERCICE 1.

2 1 0 1 00
Soit M et I les matrices d’ordre 3 définies par : M = (-—3 -1 1 ) et I==|0 1 0).
1 o -1 0 0 1
1.8) Calculer M? 6t M® et en déduire & 1'aide d’un rajsonnement par I'absurde que M n'est pa.s inversible.
. b) Pour tout entier n 2 3, déterminer M™.
¢) Caleuler (I ~ M)(J + M + M?). En déduire que (I — M) est inversible et donner son inverse (I — )1,
d) Déterminer un polyndme annulateur de la matrice M.
¢} En déduire la senle valeur propre possible de M.
2.0npose: S =M+1I
a) A Paide de la formule du bindme, exprimer pour tout n € N, la matrice S en fonction de I, M et M2,
b) Déterminer la deuxidme colonne de la matrice 5.
3. Boit (un)nz0, (Vnlnzo et (Wn)nzo les trois suites définies par :

Unt1 == SUp -+ Un
=0, vg=lwy =0 et Vrne N, { thyr = ~3uy 4 wy
Wy 41 == Uy

. Un+1 bn
a) Ktablir pour tout n € N, U'égalité: § vy | =5 | vn
w‘l’l+1 w“,

o, 74
b} En déduire pour tout n € N, larelation: | v, | =5"| v
Uy, wo

¢) Exprimer 1y, v, et wy, en fonction de n. Montrer que tn + vy + wn = L.
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4. Dans cette question, on se propose de détexminer une matrice J d’ordre 3, triangulaive supérieure, & ceefficients
diagonaux tous muls of une matrice P d'ordre 8, inversible, qui vérifient la relation : J=PMP.

0\
a) On pase : U = | 0 }. Caleuler les matrices colonnes V et W définies par : V = ~MU et W = M .
1

b) Soit P la matrice d'ordre 3 dont 1a premiére colonne est W, la deuxidme est V et la troisitme est U.
Caleuler P2: en déduire que P est inversible ef donner son inverse Pt
¢) Bxpliciter la matrice J = PMP.
EXERCICE 2.

S0t {Un}nz1 et (Un)nz1 deux suites définies par :

2 2
_ , g
m=l, m=2eVnzl, tpp= et Vpii = :
’ ’ v FUn Un, + Vn

1 4
1. Vérifler que ug = 5 of vg = 3 puis calouler ug ot v,

2. A Paide d'un rajsonnement par réeurrence, montrer que pour tout entier n. 3> 1, on a uy > 0 et vp > 0.
3, Montrer que les suites {Un)nz1 €t (vn)nz sont décroissantes et convergentes.

4. Onpose: {= Hm u,etd = Um u,.
n—+

~+oa n- oo
a) Montrer que la suite (s — Un)az1 est constante et en déduire une relation entre £ et £/,
b) En utilisant la relation tnq1(tin +vn) = u2, montrer que ££ = —1.
¢) Diéterminer £ et £'.
5. Recopier et compléter les lignes (6) et (7) du programme Scilab snivant afin qu'il caleule et affiche les valeurs
de Uy et vy, pour une valeur de n entrée par P'utilisateur.

(1) n=input. {’entrer la valeur de n :’)
(2) u=t
(3) v=2
(4) for k=2:n
{8y a=u
(B) s e
(M PR oeeavriean
(8) end
(9) disp(n)
(10) aisplv)
6. On considére le programme précédent avec les instructions supplémentaires :

(1) n=input (’entrer la valeur de n £ 1)
(2} u=1

(3) v=2

(4) s=ones(1,n)

(5) for ¥=2:n

(6) a=u

(T) e e

()  wm e

(9 s(k)=n




(10) end
(11) disp(u)
(12) disp(v)
(13) z=1:mn
(14) y=cumsum(s)
(18) plot2d(x,y)
n) Que-contiennent, les variables s et y & 'issue du programme?
b} Ce programme fournit Ia sortie graphique suivante pour la valeur n = 10.
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Quel résuliat ce graphique permet-il de conjecturer ?

EXERCICE 3.

Lo probabilité d'un événement A est notée P(A) et sous réserve d’existence, Uespérance el la variance d'une
variable aléatoire U sont notées respectivement E(U) et V(U).

i—
= si-1<a<0
. ‘x 1 1
Soit a un réel vérifiant ~5 < €a< S5 [ 1a fonction définie sur R par : fz) = ¢ 1 ";“ ¢ Go0<z<l
0 sinon

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.
Dans lo suite de Vexercice, on note X une variable aléatoire admettant f comme densilé el on suppose que
le paramétre o est inconna

2
2. Calculer E{X) et montrer que V(X)) = —3a,

12
3. Déterminer la fonction de répartition Fyx de la variable aléatoire X,

4. Pour n entier de IN*, on considére n variables aléatoires X 1, Xa,..., X, indépendantes et suivant toutes la

méme loj que X. Pour tout entier n 3 1, on pose : Xp, EXE.

a) Montrer que la variable aléatoire Y, = 2%, est un estimateur saps biais du paramatre a.
b) En déduire le risque quadratique de Y, en tant qu’estimateur de a.
¢) Soit £ un. xéel strictement positif. En appliquant 1'inégalité de Bienaymé-Tchebychev & ¥, établir 1’mega11te :

([IYn—al el) > 1~

3ne?
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5. Pour tout entier n 3 1, on définit les variables aléatoires Z,, et T}, par :
o Zy oest le nombre de variables aléatoires parmd X, Xp, ..., X, qui prennent des valours inférieures ou
égales é
o T, est le nombre de variables aleatmres parmi X1, X3, ..., Xn qui prennent des valeurs strictement

supérieures & — 5

Pour tout entier n = 1, on pose : Wy, =1+ %(Tn ~ Zn).

a) Justifier que Z,, suit la loi binomiale B('n, 3 a,) et que Ty, snit la loi binomiale B (n,

4
b} Vérifier que W, est un estimateur sans biais de a.

¢) Que vaut T, -+ Z, 7 En uilisant 1a valeur de V(T + Zy), calenler Cov(Th, Z,).

d) En déduire la valeur de V(W,). Calculer le risque quadratique de Wy, en tant qu'estimatenr de a.

Quelle est 1a limite de ce risque quadratique lorsque n tend vers +oo ?

1—;—0,)_

EXERCICE 4.

! t
On pose IO = f '—ﬂ’-' dz et pour tout ehtier n 1 I“n — / mn ev—xg de.
/0 o

l.a) Ftablir pour tout z € [0, 1], Pencadrement : 0 < e £ 1.
b} En déduire que pour tout entier naturel n, ona: 0 fn < ﬁi}i .
¢) Déterminer la limite de la suite (In)nen.

2, Soit f la fonetion définie sur Vintervalle [0,1] par : Vz € {0,1], flz) = e~ On note f* la dérivée de f.
a) Pour tout 2 € [0, 1], calculer f'(z).

1 1
b) En déduire que fy = 5T 5e
3.a) En utilisant, Videntité z»+2 e~ = gty ze™ ef 3 I'aide d'une intégration par parties, éablir pour tout
. . 1, 1
entier naturel n, la relation : Inys = %Iﬂ Y
b} Déterminer la limite de nl, lorsque n tend vers +oc.
I
4, Pouwr tout entier naturel n, on pose : 4y, = —%?%'i .
a) Jitablir la relation : u u ! ! En déduire que : Yn € N, 4y = L zn: !
¥ . — Rl forstant - B f H - s e
nt1 7 5 (n T 1)! q y Up = 26 %l

k=0
b) Donner sous forme de somme, P'expression de Jon+i en fonction de n.
¢} Vérifier que pour tout entier k > 1, on a: Inge1 =k Jap—1 — il_e_ . A 'aide de cette relation et de la valeur
de Iy, compléter le script Seilud suivant afin qu'il caleule et affiche la valeur de Ipn1a pour une valenr de n
entrée par l'utilisateur.
(1) n=input (’entrer la valeur de n :*)
(2) I=1/2-1/ (2%%e)
(3) for k=i:n
(4) T envanven
(5) ena
{6) disp(I)




