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L €preuve est constitude de quaire erercices indépendants.

Exercice 1

Pour tout entier naturel n, on définit la fouction A, sur [0, 1] par la relation suivante : pour tout réel x de [0, 1;,

T 1

hplr) = sl 7t est supérieur ou égal a 1, et hglz) = ————
n() p g 0() 224 3r+ 9

22 4+ 3z~

1. (a) Etablir pour tout réel = de 0,1], I'inégalité : 2+ 3z +222

(b) En déduire que la fonction h, est continue sur [0, 1} pour tout entier naturel n.

- . r+1
2. On définit pour tout x de [0, 1], la fonction g par g(z) = In (-r " r)).

i
On pose pour tout entier naturel n, u, = / hr (t)dt.
J0

1

{a) On note ¢’ la dérivée de g. Montrer que pour tout = de [0,1]. ona: ¢'(x) = ——F——.
(x+1)(x+2)

. 4
(b} En déduire que up = In (?)
3. On définit pour tout x de {0, 11, la fonction k par k(x) = In (z* + 3z + 2).
(a) Soit k' la dérivée de k. Caleuler pour tout = de [0, 1], &'(x). En déduire la valeur de 2u; + 3uq.
{b) Donner la valeur de u;.

4. Calculer ’I:Lg + 3uy + 2ug. En déduire la valeur de wus.
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5. (a) Etablir pour tout entier naturel n, I'inégalité suivante : u,, > 0.

(b) Montrer que la suite (uy)nzo est décroissante et en déduire qu'elle est convergente.
1

(c) Etablir pour tout entier naturel n, 'inégalité : u, € ————.
2(n+1)

(d) Déterminer la limite de la suite (un)n30-
6. {a) Calculer pour tout entier naturel 7, uni2 + 3unt1 + 2u, en fonction de n.

{(b) En utilisant la monotonie de la suite (#n}n30, en déduire pour tout entier n supérieur ou égal a 2.

I'encadrement suivant : ] )

e Uy €
6ni1y) S S Bm-1

(¢) Déterminer la lmite de nu, quand n tend vers +oco .

Exercice 2

1. Soit A..J et I les trois matrices carrées d’ordre 2 définies par :

=) =0 =6

(a) Déterminer deux réels a et b tels que A = a.J -+ bl.
(h) Calculer J2 en fonction de J.
(¢} A D'aide d'un raisonnement par récurrence. établir pour tout entier naturel n. la relation suivante :

:1I1 — (_2)”[ ‘4_ 5 {4?1 . (‘2}”] J

(d) Donner l'expression explicite de A sous forme d'une matrice d ordre 2.

2. On note (v,)nz0 €t (1 )nzo les deux suites définies par vy = 3wy = 1 et les relations suivantes, valables
pour tout entier naturel n -
Uny1 = Up + 3y,
{ Wry] = 3Un + Wy

. . . . o v
On considére pour tout n de N, la matrice X,, & deux lignes et une colonne définie par : X, = (%:”').
k(3
(a) Déterminer X.
(b) Etablir par récurrence que pour tout n de N, on a: X, = A" Xy,
(c) En déduire I'expression de X, en fonction de n.
{d) Calculer les valeurs de v, et de w, en fonction de n.

3. On considére la suite (u, )30 définie par ug = 3 et la relation suivante. valable pour tout entier naturel n :

" _ up+3
Y

{a) A Vaide d'un raisonnement par récurrence, établir pour tout entier naturel n. I'égalité suivante :
. o
Uy = —.
U,
(b) Donner l'expression de uy en fonction de n.

(¢) Déterminer la limite de la suite {n)n30.
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Exercice 3

La probabilité d'un événement A est notde P(A), et pour tout événement B vérifiant P{B) # 0. on note Pg(A) la
probabilité conditionnelle de A sachant B.

Un mobile se déplace aléatoirement le long d'un axe horizontal d’origine O, sur des points & coordonnées entiéres.
positives ou nulles.

Les déplacements sont effectués selon le protocole suivant :

¢ a l'instant zéro. le mobile est sur l'origine O d’abscisse 0 ;

e si, pour tout entier naturel n, le mobile se trouve a l'instant n sur le point d’abscisse & (0 < k < n), alors il sera
s : . , . .y . . P
a l'instant n + 1. soit sur le point d’abscisse k + 1 avec Ia probabilité -, soit sur le point O avec la probabilité =.

Pour tout entier naturel n. soit X, la variable aléatoire égale & Iabscisse du mobile a I'instant n. Ainsi, Xp = 0.

On note E(X,) l'espérance mathématique de la variable aléatoire X,,.

[

1
. Vérifier que X; suit la loi de Bernoulli de parameétre 3 Que vaut E(X;)7

]

(a) Montrer que 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X5 est {0,1.2}.

(b) Montrer que l'ensemble {[Xy = 1],[X; = 0]} forme un systéme complet d’événements. En déduire les
égalités suivantes :

2 2 1
P(iX;=0)=3 , Pa=1) =75 et P(X2=2))=¢
{¢} Caleuler E{X,).
3. Déterminer 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X,
4. Pour tout entier n supérieur ou égal 4 1 et tout k& de Tl.n}, on considére jes événements (X, = ki or

(X1 =k —1].
(a) Etablir I'inclusion d’événements suivante : ‘X, = kl € (X, |, =k —1].
(b) En déduire Uégalité : (X, =kl =X, =k NiX,1 =k —1].
) ) . i,
(c) Etablir Négalite : P(IX,, = k1) = SP(Xpy = k= 1)),

2
(d) Deéduire du résultat précédent que 'on a : P([X, =0}) = =

L

5. (a) En utilisant la question 4.{c). montrer & I'aide d’un raisonnement par récurrence sur k, que pour tout
entier n supérieur ou égal 4 1 et tout entier k£ de [0.n], on a :

P(X, — ) = (—)kp([xnk -0}

ib) En déduire pour tout entier naturel n, Uexpression de P([X,, = n]) en fonction de n.
(¢) Donner pour tout entier n supérieur ou égal 4 1, la loi de la variable aléatoire X,.

6. (a) En utilisant la définition de E(X,) et la question 4.(c), montrer que pour tout entier n supérieur ou
égala l.ona:

E(X,) = % > kP([Xpoq =k 1)
k=1

(b) En déduire la relation de récurrence : E(X,) = —E(X, 1) + <.

(¢} Déterminer I'expression de E(X,) en fonction de n.



Exercice 4

Dans tout Uezercice, on note E(Z) et V(Z) respectivement, 'espérance ef la variance d’une variable aléatoire Z.

- ] ] Osiz<0
Soit f la fonction définie pour tout réel z par : f(z) = o2 .
e Z sixz =0

[¥]

of?

1. ({a) Calculer la dérivée de la fonction m définie pour tout réel z positif ou nul par : m(z) = e~

A 2
(b) Soit A un réel] strictement positif. On pose : I{A) = f re T dr.
0
Déduire de la question précédente la valeur de I{A).

Calculer lim I(A).
A—too

{c) En déduire que f peut étre considérée comme une densité de probabilité.

On considére dans la sutte de ['exercice. une variable aléatoire X a valeurs posttives admettant f pour densité.

2. Soit U une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée (E(U) = 0), réduite (V(I/} = 1). On rappelle

i

V2m

(a) Rappeler la relation liant V(U). E(U?%) et (E{U})?. En déduire la valeur de E(U?),
+0C =

(b} En écrivant F{l/?) sous forme d’intégrale. donner la valeur de / rfe” T d.

qu'une densité g de U est donnée pour tout « réel par : g{z) =

e z.

{€) Soit h la fonction définie pour tout réel x par h(zr} = e T

Montrer que la fonction h est paire.

+o6 ) 2
En déduire la valeur de I'intégrale / z?e” T dr et celle de E(X)
0

3. Soit A un réel strictement positif.
(a) Montrer. a 'aide d'une intégration par parties, 'égalité suivante :

’1‘. ,112 A2 ;4 :r2
/ e Tdr = —A% 7 + 2/ e Tdr
Jo 0

+oo .
{(b) En déduire que / e T dr =2
J0

{c) Calculer V(X}.
2
1. Onpose: V = % On note F la fonction de répartition de X et (G la fonction de répartition de Y.
(a) Etablir pour tout réel r positif, I'égalité suivante : G(z) = F(V2z).
{b) En déduire que Y suit la loi exponentielle.

{¢) Calculer E{(Y) et retrouver ainsi la valeur de V(X).
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