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Exercice 1

Partie 1
uy € [0. l]
On considere la suite (uy,),>, définie par : i
VYn € N*, Upsl = E‘ltn -+ 5

1. Compléter la fonction en langage Python suivante, qui prend en entrée un entier naturel non nul n et
un réel ul de [0. 1] correspondant au terme initial uy de la suite, et renvoie le terme u,,.

import numpy as np

def suite(n,ul):

= ul
for k in range(...):
u =

return u

. ¥ i 5 1 A
2. (a) Résoudre, pour r € R, | équation r = 2r + —. Notons ¢ la solution.

12 3
(b) On définit la suite (v,)n>, par ¥n € N*, vy = uy, — L.

Démontrer que la suite (v,,),+; est géométrique.
(c) Donner I'expression du terme général de (vn)n>1 en fonction de n et de vy.

(d) En déduire celle du terme général de (un)n>1 en fonction de n et de uy.

Partie 2
- e (9 4% o RGN . fA =i _17E 4
Oncon.sldcrolosmmrmm._4—(3 8).D—(0 5).P—(3 l)etQ—?(_3 4).

3. On note X, = (,;) et Xo = (_11)

(a) Calculer AX, et AX,.

(b) En déduire que 12 et 5 sont des valeurs propres de A et donner des vecteurs propres associés.
4. Montrer que P est inversible et donner son inverse. (On vérifiera que P~ = Q.)
Vérifier que A = PDP~ "
6. Démontrer que Yn € N, A" = PD"P~',

7. Soit X = (:))

(a) Calculer P7'X.

(b) En déduire 'expression de A" X pour tout entier naturel n.

o
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Partie 3

Un client d'une age - o

Sorier) ot évito‘rg l'z]lc‘[:)ldn'c ‘(S') ﬂglf’s ;llcrche A prévoir ses vacances au soleil pour I'hiver (entre décembre et
uie. Sur la destination souhaitée, on suppos it i it il fai

WS Bl Dol 6N ppose que soit il pleut, soit il fait beau. On

e Sl .l'mt beau un certain jour n, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est g
Bl

e S'il pleut un certain jour n, la probabilité qu’il fasse beau le lendemain est 7.
3

Pour n € N*, on note :
e A, I'événement : « Il fait beau le jour n », et a, la probabilité P(A,).
e B, I'événement : « Il pleut le jour n », et by la probabilité P(By).

On suppose que le jour 1, a savoir le 17 décembre, il fait beau. Donc a; = P(A;) = 1.
/

8. Déterminer by, az. ba.
9. Soit n € N*.
3 1
(a) Montrer que P(An41) = ‘]P(A,.) - EP(B") et que P(Bpy1) = iP(A,-) + %P(B,,).

| o an+1) _ ] an N e L
(b) En déduire que (bn+l) M (b,, ou M 12.4.

(¢) Justifier que a, + ba=1:

10. (a) Montrer, par récurrence sur 1, que Vn € N°, (Z") = M™! ((1))
n

(b) En déduire I'expression de a, et de b, en fonction de n.
estion, de trouver le terme général de (an)nz1 et de (by)n>1 d'une maniere

11. On se propose, dans cette qu

différente.
5 1
(a) Montrer que vn e N*, apn41 = l—;n,, + =

w

" grey*",
(b) En utilisant la partie 1, démontrer que vne N, a, = 7 (1_2) g

(c) En déduire |'expression de b,, en fonction de n.

12. Déterminer lim a, et lim R
-4+ nor kX
.embre, pour un séjour de 10 jours

beau durant les 9 premiers jours e

13. Le client doit partir le 177 déc (du 1°" décembre an 10 décembre).

(a) Quelle est la probabilité qu'il t qu'il pleuve le dernier

fasse

jour 7
(b) Quelle est la I,,-(,lml)iliu’n que le voyageur reparte sous la pluie, clest-a-dire qu'il plenve le jour 107

¢ 7 ») RS R e i S.V. E
e R S

e ———ER T
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Exercice 2

Partie 1

Soit f la fonction définie par f(z) = In(1 + e”).
On note ¢ sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1. Justifier que I'ensemble de définition de f est R.
On admet que f est continue et dérivable sur R.
e!
. Vérifier que Vr € R, f'(r) =

: 1+ef
En déduire la monotonie de f sur R.

[

3. Calculer la limite de f en —nc.
%y admet-elle une asymptote ? Si oui, donner I'équation de cette asymptote.

1. (a) Déterminer la limite de f en +oc.
(b) Démontrer que Vx € R, f(r) =z +In(1 + e ).
(¢) En déduire que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a la courbe ©f en +0c.

(d) Etudier le signe de f(xr) —x pour tout réel r, et en déduire la position relative de (D) par rapport
aty.

(44

- Déterminer I'équation de la tangente (Ty) & €y au point d’abscisse 0.

=

(a) Dresser le tableau de variations de [ en précisant les limites aux bornes et la valeur en 0.

(b) Tracer sur un meme repere 'allure de la courbe Cy, les droites (D) et (Tp).
On admet qu'une valeur approchée de In(2) est 0,69.

Partie 2

1
Pour tout entier naturel n, on pose pour tout réel z de [0.1], gn(z) = In (1 + e et I, = / gn(z)dr.
0

7. (a) Montrer que Vr € [0,1], ¥n € N, g4 (z) < gn(T).
(b) En déduire que la suite (71)n -0 est décroissante.
(¢) Montrer que la suite (1), est convergente.

8. (a) A Taide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n.

1 —-nr
In=In(1+ ("") - n/ —Ic—d.r.
0 1 + e~z
12
(b) Montrer que vn € N, 0 < I,, < In (1+ e ")+ n/ e~ dz,
0

1 -n -1
. : —e l-e
Montrer que pour tout entier naturel n non nul, / e ™Mdr = —— 4
0 n

,—~
~

n?

(d

~

En déduire que lim [, =0
n—4400

9. (a) Ecrire une fonction en langage Python, nommée gn, prenant en entrée un entier naturel non nul
n et un réel x et renvoyant g, (r).
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(b) On dispose d'une fonction en langage Python nommée T prenant en entrée un entier naturel non
nul n et renvoyant une valeur approchée de I,, 107 pres.

On exécute le code suivant -

»-nir-r-
H < X

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

= np.zeros (14)
= np.zeros (14)
n in range (14):
L_x[n] = n+1

L_y[n] = (n+1)*I(n+1)

plt.plot(L_x,L_y,’.T’)
plt.plot ([1,14],[np.pi**2/12 ,np.pi**2/12])
plt.show ()

On obtient la figure ci-dessous :

Que peut-on conjecturer sur |
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Exercice 3

0 giT<s
9e2

Soit s un réel strictement positif. On défint f(r) = ¢ 25 sinon
_.' . -
2

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

On modélise, pour un employé pris au hasard dans la population, l.c nomhr‘c y de. SMIC (:-mlall‘rv Hlltllm}m?).
que vaut son salaire. On note s le SMIC. Par définition, on a toujours S = s. Si par exemple un employ¢
gagne 2 SMIC, son salaire vaut S = 2s. _ ) “ o s o e
On suppose que S est une variable aléatoire  densité, de densité J, ou f est la fonction définie ci-dessus.

2. Montrer que la fonction de répartition de S est la fonction F définie par :
a\2
Vz €] - o00,s|, F(z) =0 et Vr€[s,+oof, F(z)=1- (}) ‘

3. Dresser le tableau de variations de F sur [s, +oc[ et représenter I'allure de sa courbe sur R.
1
1-y

4. Soit G la fonction définie sur [0, 1] par ¥y € [0, 1], G(y) = s

(a) Montrer que F est une bijection de [s, +oc] vers [0,1].
(b) Montrer que Yy € [0,1[, G(y) € [s, +o0].
(¢) Montrer que Vy € [0,1], F(G(y)) = v.

5. Soit U une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1[ et V' la variable aléatoire égale a G(U).
(a) Rappeler la fonction de répartition d'une loi uniforme sur [0, 1[.
(b) Montrer que Yz € s, +oc[, P(V < z)= P(U < F(z)) = F(z) et Yz €] — 00,s[, P(V <z)=0.
(¢) En déduire que V est une variable aléatoire de méme loi que S.

6. Compléter la fonction S suivante en langage Python qui prend en entrée le réel strictement positif s
et qui renvoie une simulation de S.

On rappelle que la commande rd.random() renvoie un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 selon
une loi uniforme sur [0,1[.

import numpy.random as rd

def S(s):
U = rd.random()
S =
return S

7. Démontrer que S admet une espérance et vérifier que E(S) = 23,
8. S admet-elle une variance ?

9. Démontrer que la probabilité qu'un employé ait un salaire d’au moins gs vaut p = -

Dans la suite de 'exercice, on considere S, S,

: exerci «+s Sn 1 variables aléatoires indépendantes représentant le
salaire de n salariés distinets.

On s'intéresse ici au nombre N,, de ces n salariés qui ont un salaire horaire d’au moins és'
On admet que NV, est une variable aléatoire. 2

10. Déterminer la loi de N,,.
20n

11 Caleuler E(N,) et vérifier que V(N,) = —.
12. Déterminer, en fonction de n, la probabilité qu’ ;
, * abilité ¢ 9 ; : ; . :
' g I Iwau plus 2 employés parmi les n aient un salaire horaire
d’an moins 58

fic.
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1
13. Notons M,, = &= (S1+S24---+8,).
(a) Déterminer l'espérance de M,,.

(b) On considere le programme suivant oi S est la fonction en langage Python obtenue a la question 6.

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

= 1000

= 1330

=0

np.zeros (n)

= np.zeros(n)

= np.zeros(n)

or k in range(1l,n+1):
M =M+ 5(s)
Flk-1]1 = 1/(2xk)*M
X[k-1] = k

L(k-1] = 8

T i - B - T -
n

plt.plot(X,F)
plt.plot(X,L)
plt.show ()

Que représente F' 7

~

(c) On obtient les courbes suivantes :

1500
1400 ["\\ 1600
1300
1400
1200
1200
1100
1000 1000
00
800
L} 200 00 600 800 1000 200 00 00 800 1000
300
2000
1800 %00
1800
2300
1400
2000
1200

¥
t
8
:
§
¥
§
g

g

Justifier que les appels différents de ce programme donnent des courbes différentes.
Que permet de conjecturer ces courbes sur le comportement des réalisations de M,, quand n tend

vers +oo ? ‘II’




