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BANGQUE COMMUNE D'EPREUVES

Conception : BSB Burgundy School of Business

OPTION TECHNOLOGIQUE

MATHEMATIQUES

Jeudi 4 mai 2017, de 8h.a 12 h,

La présentation, lo lisibilité, I'orthegraphe, la qualité de la rédaction, lo clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des coples,

Les candidats sont invités & encadrer dans la mestre du possible les résultats de leurs calouls.

Is ne doivent faire usage d'aucun document. Lutilisation de toute calculatrice et de toul matériel
électronique est interdite, Seule l'utilisatian d'une régle gradyée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidal repére-ce qui i semble étre-une erreur d'dnoncé, if la signalera sur sa
copie et pourstivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre:

Fxercice 1

On considére les matrices suivantes :

1 00 1 00 1 2 0% 001
I=1010];A={01 2 };L=}0 1 2 et P={ 1 0 0
0 01 201 0 01 010

1. Calculer P8, En déduire que P est inversible et donner son inverse.
2. Véifier que P~YAP = L.
3. &) Montrer que pour tout entier naturel n on a : P~TA"P = ",

b) Soit J = L — I. Caleuler J? puis J*.

c¢) En utilisant la formule du binéme, montrer qus pour tout entier n > 2 on a ;

L* = I+nd + ?_(1‘5“__11;2

d) En déduire, pour n > 2, les neuf coefficients de L®. Vérifier que votre résultat reste vrai
lozsque n =0 et lorsque n = 1. '

1 00
e) Déduire des questions précédentes que pour tout n € Nona: A= { 2n(n—1) 1 2n
) 2n 0 1

4. On considére les trois suites (tn)n>1, (Un)nza b (Wn)nm1 définies par uy = 1, vr = 0 6b wy = 2
et pour tout entier naturel n 2> 1 :

Updl = Un § Untl = Un -+ 2Un ef Wnis = 2un + Wy
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a) Que pouvez-vous dire de la suite (tn)ne1 7 Domner us pour tout entier n > 1L
[ 1
) Pour tout entier > 1, on pose Xp = | v |- Montrer que Xp.1 = AXn.
Wy, [
¢) Etablir pour tout entier n > 1 que : Xy = ALY
d} Déduire des questions précédentes que pour pout entier m > 1 on a: vy = 2nf{n — 1) et

5. On cousidére le programme suivant qui permet de calculer les premiers termes des suites (Un)nz1,
(U )nz1 b (Wn)n>1- 7

a) Compléter la ligne 1 aflu que soit mémorisée dans 1. A=.... ' T
la variable A la magrice A, 2. u=zeros(l,10)
o . i 3. v=zeros(l,10)
b) Pour memorlser\les termes .su(f,cessﬁs c‘le la su'ri(% 4. w=zeros(l,10)
(uﬁ,)nzl._ de 'U'g & v1g;, quelle instruchion parmil B. u(l)=1,v(1)=0,w(i)=2
C.el]..('}S'"Cl faut-il ajouter en ligne 10 7 (On jus 6. X=[1;0;2]
tifiera la réponse). 7. for i=2:10
A v()=X(i) B.v)=x C v(i)=X(2) 8. X=Axk
D. une autre instruction & préciser 9. a(i)=1
14.
¢} Proposer de la méme maniére une instruction 11,
pour la ligne 11 qui permette de métmoriser les 12, end

premiers termes de la suibe (Wn)nz1.

Exercice 2

On considere la fonction f définie sur |0, ool par : f(z) = ¢® — In(z) et la fonction g définie sur
[0, oo par : g(z) = ze® — 1.

1. a) Calculer lim g(z).
oo
b) Calculer la dérivée ¢’ de.g sur [0, +oo|. En dédulre le tableau des varjatious de g. On y fera
figurer la valeur en 0 ef la limite en +-co.
c) Montrer que I'égquation g(z) = 0 admet une snique solution e dans {0, -+oo[-
Vérifier que « € [0,1]-
d) Préciser le signe de g(z) selon les valeurs ae -
2. a) Calculer la limite de f(z) lorsque & tend vars 0 par valeurs supérieures et la limite de flz)
lorsque x tend vers -+co.

b) Montrer que la dérivée de f vérifie, pour tout réel 2 strictement positif : f(x) = -

En déduire le tableau des variations de f sur ]0,+o0[:

1
¢) Justifier que le réel w vérifie é = ¢, En déduire que f(e) = o+ =

1
3. a) Montrer que la dérivée seconde de £ vérifie, pour tous réel # €]0, +ool : f{x) =€+ po
b) Btudier la convexité de f sur |0, +ool.

4. Tracer la représentation graphigue de f dans un repére orthonormeé (0,7, 7) d'unité 2 em. On
donne a = 0,57. et f{a) 2,33
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Exercice 3

Dans un square, un enfant cherche & monter au sommet de la « cage & Uécureuil ». 11 ’agit d'une
structure métallique que l'enfant doit escalader jusqu’a son sommet.

La cage est constituée de trois niveaux. L’enfant part du premier niveau A. Il cherche ensuite a
atteindre le deuxiéme niveau B et enfin le éroisiéme niveau qui est e sommet C.

On décompose I'ascension de 'enfant en une succession d’instants. On suppose qu’a Vinstant 0, 'enfant,
se trouve sur le niveau A puis que la montée se fait selon le protocole suivant :

- si & un ingbant n donné l'enfant est sur le niveau A alors 4 Pinstant snivant n + 1 il y reste avec
la probabilité % et passe au niveau B avec la probabilité -3— ;

- 8l & un instant n donné l'enfant est sur le niveau B alors 4 l'instant suivant n -+ 1 il y reste avec
la probabilité % et il atteint le sommet C' avec la probabilité %— ;

- sl 4 un instant donné 'enfant est au sommet C alors il y reste définitiverent.

On nete pour tout entier naturel n, A, 'événement : « enfant se trouve sur le niveau A & l'instant n »,
By, 'événement « 'enfant se trouve sur le nivean B & Vinstant n ». On note enfin €, 'événement :
« a I'instant n 'enfant est au sommet ». On note ay, by, et ¢, les probabilités respectives de ces trois
&vénements.

1. Donner les probabilités ay, by et ¢.

2. En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que pour tout n € N, on a :

1 ' 1 2
an41 = gan ;s = "3*0«n -+ Ebn el epy1 = gbn + e
. . 1
3. Montrer que pour tout eniier naturel non a @ @, = e

4. Peour tout entier naturel 7 on pose : vy = 3"b,.

a) Montrer que la suite (vp)nen est arithmétique de raison 2.

b) En déduire, pour tout entier naturel n, une expression de v, en fonction de n.
. 2n
Etablir, pour tout entier naturel n, que : by = e
Pour tout entier naturel n, quelle est la valeur de ap + by + ¢n 7 En déduire une expression de
¢p, en fonction de 'entier n.

£

Calculer lim ¢,. Comment interpréter le résultat 7
n—3+o0

6. On note X la variable aléatoire égale & I'instant ol Penfant atteint le sommet.

a) Déterminer l'ensemble des valewrs prises par X.

b) Justifier que pour tout entier naturel n > 2 on a: (X =n) = By NCh.

¢} En déduire, pour n > 2, que : P(X =n) = @5%1_)

7. a) On note X3 la variable aléatoire égale & 'instant olt pour la premiére fois I'enfant quitte le
niveau A pour arriver sur le niveau B,
Justifier que X suit une loi usuelle. Donner I'ensembie X1() des valeurs prises par X et
donner P(X; = k) pour tout entier & de X1(£2). Calculer E(X1).

b) On note X3 la variable aléatoire égale au nombre d’instants supplémentaires nécessaires &

l'enfant pour atteindre pour la premiére fois le nivean €' une fois qu’il a atteint le niveau
B. Justifier que X3 suit la méme lol que Xy.
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¢} Exprimer la variable aléatoire X en fonetion de Xy et de Xy, En déduire que X admet une
espérance et que B(X) = 3.

Exercice 4

Solf @ un réel strictement supérieur 4 1. On considére la fonckion f définie par ;

. o .
f(t)c051t<letf(t)=wsit21

_ A
1. a) Soit A un réel supérienr ou égal & 1. On pose I{4) = f ﬁth.
: ¥
Montrer que I(A) =1 — %

b) Montrer que f pent &tre considérée comme une densité de probabilité,

Un apicultéur cherche A estimer la durée de vie de ses bougies 2 la cire d’abeille, cest--dlire fo temps en
heures qu’elles restent alluméos en continu avant de s'éteindre. Dans la sulte de Uexerciee on considére
que la, durde de vie d'une bougie prise au hasard esh une variable aléatoire X ayant pour densité f.

A
2. a) Calculer J(A) = / %dt pour tout réel A = 1.
’ €Y
a—1

b) En déduire que la variable aléatoire X admet une espérance et vérifier que B(X) =

3, Soit F' la fonction de répartition de X. Caleuler F(z) pour tout réel & < 1. Montrer que pour
zzlona: F(m_)“—-“l——-lm

o’

4. Dans cette question, et seulement cette question, on suppose que « = 2. On donnera les réponses
sous forme de fractions simplifiées.

a) On prend une bougie au hasard et on l'allume. Quelle est la probabilité que la bougie reste
allumeée en continu plus de deux heures 7 entre deux et trois heures ?

b) On remarque que la bougie est encore allumée ay bout de deux heures, quelle est la proba-
bilité qu'elle reste allumeée encore une heure 7

On pose ¥ = In(X). On admet que Y est une variable aléatoire & densité et on note ¢ sa fonetion
de répartition.

<

a) Montter que pour tout réel z on a : G(z) = F(e®).
b} En déduire que pour tout réel & > 0 on a : G(z) = 1 — ¢, Calculer de méme G(z) pour
tout réel < 0.
¢) Reconnattre la loi de Y. En déduire son espérance et sa variance.
6. Le paramétre o de la variable aléatoire X est pour linstant incommr. On cherche & lestimer.
Pour cela, on allume n bougies au hasard dans des conditions identiques et indépendantes et on
mesure les moments oil elles s'éteignent. On note X1, Xs, -+, Xy, les durées de vie respectives de

1 T
chaque bougie. On pose enfin Z, = =~ Z In(X5).

=1
. . - 1
&) Calculer E(Z,). En déduire que Z, est un estimateur sans biais de o
1 . . . -
b) Montrer que V(Zg) = T En déduire le risque quadratique de l'estimateur Z,.

7. On suppose que n = 100 et que les valeurs de l'échantillon on &6 entrées dang une variable Scilab
X=[X(1),X(2),...,X(100)] (matrice ligne & 100 colonnes). L'insbruction mean{log(X)) améne
le résultat 0,33.
A combien estimez-vous la valeur de o 7 A combien estimez-vous la durée de vie moyenne d'une
bougie ?
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