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La présentation, la lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les condidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Tls ne doivent faire usage daucun document : {'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule lutilisation d'une régle graduée est autorisée. _

Si au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble Eire une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa compasition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre

L’épreuve est constituée de trois exercices indépendants.

EXERCICE 1

Les deur questions de cet ezercice sont indépendantes.

» Les variables aléatoires qui interviennent dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, P).

s On note Pp(A) la probabilité conditionnelle de 'événement A sachant que 'événement B est réalisé.

& Sous réserve d’existence, on note E(X) et V(X) respectivement, 'espérance et la variance d'une variable
aléatoire X.

Soit m un entier supérieur ou égal & 2. On considére m voitures V,,..., Vi, qui participent 4 une course
automobile. Cette course se déroule sur un circuit fermé et consiste en un nombre fini de tours supérieur ou
égal & 2.
1. On suppose dans cette question que lors d'un tour d’essai, le temps mis par chacune des voitures Vi
(k € [1,m]) pour boucler ce tour est une variable aléatoire Tx.
On suppose de plus que les variables al8atoires 73,.. ., T,, sont indépendantes et suivent toutes la méme loi
uniforme sur [0, 1]. On pose pour tout entier m > 2 : Z,, = min(Th, ..., Tn)-
a) Déterminer la fonction de répartition Fz, de Zp,.
b) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes pogitives, de densités respectives fx et fy continues
sur R, et de fonctions de répartition respectives Fiy et Fy.

400
Montrer que l'intégrale f Fy(t)fx(t) dt est convergente.
o
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+e0
On admet alors I'égalité suivante : P([Y < X]) = /o Fy(t)fx () dt.

c¢) En déduire la probabilité que la voiture V réalise le meilleur temps {le plus court) 4 P’issue de ce tour
d’essai. Commenter le résultat.

2. Dans cette question, on s'intéresse nniguement au comportement de la voiture V) pendant la course.
Pour tout entier » 2 1, on note X, 1a variable aléatoire définie par : :

e { 1 si la voiture V) arrive en téte a 'issue du n-iéme tour
" 0 sinon
™
On pose pour tout entiern 2> 1: 8, = ZX"‘ Soit p un rée] vérifiant 0 < p < 1.
k=1 kel
On suppose que P([X1 = 1]) = p et que pour tout k € [0,n],0n a: Ps, —{|Xny1 = -:1.

a) Calculer P(|S, = 0]) et P([S, = n]).
1 E(Sn)
n+ 1 n+ n+l
c) Montrer que pour tout entier n 2> 2, les variables aléatoires Xo, X3, ..., X, suivent ]a méme loi.

d) Quelle est la prohabilité que la voiture V; gagne la course ?

b} Montrer que pour tout entier # 2 1, on a : P([Xp41 =1]) =

e) Etablir pour tout entier 7 > 1 et pour tout k € [0, n — 1], I'égalité suivante : P({S, = &]) = qu-

3. Calculer pour tout entier n 2 1, E(S,,) et V(S,,).

EXERCICE 2

Soit f une fonction définie et dérivable sur R, & valeurs réelles, vérifiant f{0) = 0 et pour tout x réel, ia relation :

flz)=e®/&) - (1)
ol f' désigne la fonction dérivée de la fonction f.

1. Pour tout z réel, on pose : g(z) = f(z) + f(—z) et h{z) = (_q(z))2.
a) On note g’ 1a fonction dérivée de g. Montrer que pour tout x réel, ¢'(z) est du méme signe que — xg(x).
b) Etudier les variations de la fonction A.
¢) En déduire que f est une fonction impaire.

2.a) Montrer que 'intégrale ’ e/ 4z est convergente.
o

b) A I'aide de la relation (1), en déduire que f posséde une limite finie en +00.
On pose alors : A= miizfm flx).

c) Préciser les variations de f sur R. .

T L
3.a) Etablir pour tout réel 2 3> 0, I'inégalité suivante : f e~tigr » f e~ ds.
0

b) En déduire que pour tout réel z > 0, on a : f(z (1 ~ e,
c) Montrer que A >
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4.8) Soit a un réel stricterent positif. Etablir pour tout réel z € [a, +00[, 'inégalité suivante :
f@) - sy < [ e Har.
[]

—af(a)
b} En déduire que pour tout z € [, +oo, on a : f(z) < f(a) + &fT'

¢) On suppose que A > 1. Etablir l'existence d’un unique réel a > 0 tel que f(a) = 1.
d) En déduire que 'ona: A< 2

5. Soit b un réel strictement positif et (T,), ¢y l& suite définie par : 2o = b et pour tout n € N, Tnyy = Flzn).

a) Montrer que la snite (), ¢y st positive et monotone.
b) En déduire que la suite (zn), .y st convergente.
¢) Déterminer la limite de la suite (Tn), oy
. 1
d) Etablir 'encadrement suivant : X(l - e""") € Tnt1 € Zn-
e) Montrer que Ty est équivalent & x, lorsque n tend vers +00.

EXERCICE 3

Dans tout ezercice, n est un entier supérieur ou égal & 1.

On note £ I'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur R A valeurs réelles, nulies sur | — oo, 0.
On considére I'application ®,, qui associe 3 toute fonction F de £, la fonction $,(F) = G, définie par :

1
Vz €R, Gnlz) = f nt"~\F(xt) dt.
1]

1. Donner pour tout réel z £ 0, la valeur de Gy(z).
2. Montrer que ®,, est une application linéaire.

3.a) Montrer que &, est une application croissante, c’est-a-dire que 8 Fi et F, sont deux fonctions de £ telles

que Fy 2 Fy, alors on a : §u(F1) 2 On(F).
b) Montrer que si F est croissante, alors G, est croissante.

4. Pour tout € [1,n}, on considire les fonctions hy et g; définies sur R par :

_Jz* siz>0 _ [z siz>0
9"(”)"{0 azgo & ME=1p sizg0’

Soit lesréelsal,az,...,an,ﬁ_l,ﬂz,...,ﬁn.Onpose:

]

n n
Sﬂ:zakgk"'z:ﬁkhk“ et Hu=-"Ve(7t(§1,92,-~-,9mh1,h2;-~-,hn)-
ks=1 k=1

a) Montrer que Sy, appartient & £.
b) On suppose que A, # 0. Donner un équivalent de S, (z) lorsque le véel x tend vers 400,
c) On suppose que 8, = 0 et que ay, # 0. Donner un équivalent de S, (z) lorsque z tend vers +oo.

d) A I'aide d'une démonstration par récurrence, déduire de ce qui précide que B = (g1, 92, .., n, Ry ha, ...,

est une base de H,,.
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5. On note ¥, la restriction de ®, & H,,.
a} Calculer ¥,,(gx) et ¥, (h).
b) En déduire que ¥, est un endomorphisme de H,.
¢) Donner la matrice de ¥,, dans la base B ainsi que les valeurs propres de ¥,,.
d) L'endomorphisme ¥, est-il bijectif ?
T
6. Etablir pour tout réel z > 0, Pégalité : Galz) = —2;; f w1 F(u) du.
0
7.2} Soit ¢ un réel strictement positif. En utilisant la continuité de F en 0, montrer qu'il existe un réel o > 0
tel que si jz] € a, alors |Ga(z)| <&
b) En déduire que &, est un endomorphisme de £.
¢) Montrer que 'endomorphisme &,, est injectif,
8.a) Montrer que G, est de classe C" sur R} et sur R .
On nate G}, la fonction dérivée de Gn. Exprimer pour tout = > 0, G/,(z) en fonction de F(z) et G,(z).
b) Montrer que 'endomorphisme &, n’est pas surjectif.
9. On suppose 1'existence de la limite de F(z) lorsque x tend vers +0o. On pose : £ = x_l_i;{‘x_xm F(z).
a) Montrer que . _l;anm Gr(z) =¢.

b) On suppose que F est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X, de densité f nulle sur R et
coptinue sur RY,. )
Montrer que Gy, = $,,(F) est la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.”
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