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La présentation, la lisibilité, Porthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.
lIs ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calcufatrice et de tout
matériel électronique est interdite. Seule P'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la
signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliguant les raisons des initiatives
qu'il sera amené a prendre.

PROBLEME 1

On note ;
e N Pensemble des entiers naturels
¢ Q) I’ensemble des rationnels (quotients de deux entiers 2 dénominateur non nuf)
o R I'ensemble des nombres réels
Dans ce probléme, on désigne par E le R-espace vectoriel des suites réelles. Un élément u de E pourra aussi
étre nOté (1, )aey OU tout simplement (i, ).
Pour p entier naturel, on pose F, = {u €E, ¥n > p,u, =0} et F={u€E, IpeNuecF,} = U Fp.
' cN
Le but de ce probléme est d’étudier I"éventuelle appartenance 3 F de certains éléments de E. ’

Partie I - Résultat préliminaire

1) Montrer que pour tout p de N, F, est un sous-espace vectoriel de E.
2) Soit p dans N; en considérant I'application 8 de F, dans RP tel que :

Yue Fp, 0(u)=(uo,u1,--,4p-1)

déterminer la dimension de Fp.
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3) L'emsemble F est-il un sous-espace vectoriel de E ? {on justifiera [a réponse).

Partie II - Suites récurrentes appartenant a F

Dans cette partie f désigne une application continue de R, dans R,. On s’intéresse aux suites u de E
définies par :
{ up >0
YneNupy1 = flun)

ILA - Conditions nécessaires

Dans cette section seulement, on suppose qu’il existe p dans N avec p > 2 tel Queun € Fyavecu g F,_g.
Montrer successivement, en utilisant des termes adéquats de la suite u , que:

4 fl)=0.

5) Ilexiste a > Otel que fa) =0,

6) Iexiste B > O0tel que f(B)=a.

Dans la suite de cette partie, on suppose que f vérifie Ies hypothéses (H) suivantes :

F(0) =0, f(1) =0, il existe f§ dans ]0,1] avec f(B) = 1 tel que f est strictement croissante sur [0, 8] et
strictement décroissante sur {8, 1.

7) Montrer que I'application ¢ définie sur {0, B] par @(x) = f{(x) réalise une bijection de [0, B} dans [0, 1].
On notera y la réciproque de . '
8} Soit p un entier supérieur ou égal 2 2 ; on pose up = w?~!(1) (on applique ¥ successivement p — 1 fois
a partir de 1),

Montrer que u est dans F,,.

ILB - Etude d’un exemple

On garde les notations de la section précédente. Dans cette section, f désigne I'application de R, dans R ,.
définic sur [0, 1] par f(x) = 2xv/1 ~ 2 et nulle sur [1, 4-co[.

9) Monuer que f vérifie les hypothéses (H) ; on donnera en particulier B et on vérifiera que :

—+1-x2

vre0,1], wlx) = >

10) On suppose uy =sin(a) avec a € ]O, g] _

Exprimer, pour n dans N, u, sous la forme |sin(4,a)] ol A, est 4 déterminer.
11}  Pour quelles valeurs de a la suite « est-elle dans F ?

12} Exprimer sin ({%) a I’aide de radicaux.

Partie 111 - Un exemple d’irrationalité
Dans toute Ia suite de ce probléme, a désigne un élément de @ strictement positif. On suppose que exp(a)
est rationnel, done de la forme P avec p et g entiers de N*,

On pose pour n dans N ;
a2l

1
— 2 a
=" /:l(l—t Yot dt

13)  Calculer ug et montrer que u; = (22— 2)e® + (2a-+ 2)e 2.
14) A I'aide de deux intégrations par parties, montrer que pour tout éntier n de N :

Upyp = — (4" + 6)11"+1 + 4a2un

2n+1
e,

15) Justifier que, pour tout r appartenant 3 N, 0 < u,, <

n



16} Prouver qu'il existe A dans N tel que pour tout n de N, pgA™u, € N.
17) Montrer que ngrfw A™u, = 0 et en déduire que u € F.

18) Conclure que exp(a) n’est pas rationnel,

PROBLEME 2

Dans ce probléme, un graphe est un couple (5,A) ot § est un ensemble fini non vide d’entiers appelés
sommets du graphe et A un ensemble (éventuellement vide) de paires {s5,5'} de sommets distincts de §
appelées arétes.

SiG=(S,A)etsi G'=(§ A" avec S C Set A’ C A, le graphe G’ est appelé sous-graphe de G ; on dit aussi
que G’ appartient 4 G.

Un k-cycle (avec k > 3) est un graphe (ou sous-graphe d’un graphe) (§,4) avec § de cardinal & tel qu’en
notant § = {s1,52,...,5}, A est de la forme {{s1,52}, {52,853}, ., {51,851}, {sk,sl}}.

Si G = (§,A) est un graphe avec § = {s1,52,...,5,}, la matrice d’adjacence de G est la matrice réelle
Mg = (m,-,j)ls,-,js,; de taille » telle que :

I 1 si{s,-,s;,-}EA
Y10 si{sisi} A

Exemple :
voici le graphe Go = (S,4) avec § = {1,2,3,4,5} = [1,5] et A = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,5}.{4,5}}. 1a
matrice d’adjacence de Gy et un sous-graphe G, de Gp qui est un 4-cycle :

011190
1 00 01
=(1 0000
1 0001
01010
Graphe Gy Graphe G}

Partie I - Spectre de la matrice d’adjacence d’un cycle

Dans cette partie G = (5,4) est un n-cycle avec n > 3 fixé tel que :

§= {i,Z, : "7"} = [I)n] etA= {{132}7{2s3}v--1{n_ lan}r-{n: 1}}

2x 7 . 2W
On note @ le nombre complexe exp(lT) = cos('z?) +i sm(;).
010

10
¢c10 --00

—
== =]
[T

19) Justifier que la matrice d’adjacence de G est Mg =

—_—
==
oo
—

—
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20} Montrer que pour k € [1,n), le vecteur colonne Cy = | | | est vecteur propre complexe de Mg
-
associ€ & une valeur propre réelle A4 que 1'on déterminera.
21) En discutant selon la parité de n, éudier les espaces propres réels de My associés aux différentes
valeurs propres Ag.

Jusqu’a la fin du probléme, on note S = [1,] et &, I'ensemble des graphes (S,4) (avec A quelcongue).
On admet qu’il existe un espace probabilisé (2, &7, P) avec = ¥, tel que chaque aréte possible apparait
de fagon indépendante dans un graphe G de %, avec la probabilité p (0 < p < 1 fixé). On notera g=1-—p.
On désigne par % I'ensemble des k-cycles avec sommets dans S. Enfin, X;, pour 3< k <n désigne la
variable al€atoire définie sur &, telle que X, (G) représente le nombre de -cycles appartenant 3 G.

Partie II - Exemples

22) Déterminer le nombre d'arétes possibles pour un graphe a sommets dans § = [1,#].

23) En déduire que la probabilité de I'événement ¢lémentaire {Gy} ol {Gg} est Ie graphe donné en
exemnple au début de ce probleme est pig°.

Quelle est la probabilité de I’événement {Gg} (avec toujours § = [1,5])?

Partie III - Espérance du nombre de k-cycles

24)  Dans cette question n = k = 3. En remarquant qu’il n’existe qu’un seul graphe contenant un 3-cycle,
déterminer la loi de X3, son espérance, ainsi que sa variance que I’on exprimera  1'aide de p seulement.

25) On revient au cas général (n et k quelconques).
mn—1)--(n=k+1)

Montrer que le cardinal de % est &
26) Pour chaque cycle C de 6} on désigne par X¢ la variable aléatoire telie que pour G dans %,, XAG) =1
si C est un sous-graphe de G et X¢(G) = 0 sinon.

Montrer que la probabilité P(Xc = 1) est égale a p*,

27) Exprimer X; 4 I'aide des variables aléatoires Xc.

28) En déduire I’espérance yy, de X;,

Partie 1V - Fonction de seuil

Jusqu’a la fin du probléme, on étudie le comportement de la loi de Xg lorsque n tend vers +eo en suppo-
sant que p dépend maintenant de n : on notera p, la probabilité qu'une aréte donnée apparaisse de facon

indépendante dans un graphe G de %,,.
On cherche une fonction de seuil pour Iexistence d’un 3-cycle dans un graphe donné, c’est-2-dire une suite

(tn) telle que :

0 si lim Fﬁ:O

- e f,
lim P(X; > 1) = A
—} }-oo
" 1 si lim 2% = oo
A—-toa f

29)  Soit g un réel strictement positif et X une variable aléatoire définie sur &, a valeurs dans R, d’espé-

rance E(X }. Montrer que ;
PX za) < @

30) En déduire que ngTWP(Xg >1)=0si n}-lew(npn) =0.

57



Jusqu'a la fin du probléme, on suppose que ET npy = oo,
n g
31) On note 3 "espérance de X5 et 03 son écart-type. En utilisant la question 29, montrer que pour tout a

réel strictement positif :
2
o
P(iXs— s> a) < —
a

2
o.
32) En déduire que si ——32 tend vers 0 lorsque n tend vers 4-oo alors liT P(X5 > 1) =1 (on considérera
n—y o2

P(X; =0)).

Si Gy = (81,4,) et G} = (5},A]) sont deux graphes, on définit un nouveau graphe par :
G1UG) = (S1US],4) UAY)

33) Justifier que I'espérance de X32 est

Exhy= Y PlCuc)
{CCev
CCcGCca
34} Montrer que pour C et C’ fixés dans %3 NG, en appelant i le nombre d’arétes communes 4 C et (',
P(CUC') = pS~
E(X3)

35) En regardant les différentes valeurs possibles de i, montrer gue w—ug— <1+4¢& 0l 1_13_1 (g,) = 0.
e

2
. . G
36) Endéduire que lim —:’; =0.
. n

—rteo i
. . . |
37) Conclure qu'une fonction de seuil de I’existence d’un 3-cycle dans un graphe de %, est [a suite (H)

38) On admet que ce demier résultat est encore valable pour les k-cycles avec & quelconque.
Montrer que si p est constante, 1a probabilité qu’un graphe de %, contienne un k-cycle tend vers 1 lorsque n

tend vers +oo,

La &4
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