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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans lappréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs caleuls.

Ils ne deivent faire usage d'aucun docurment : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel Electronique est
interdite. Seule I'utilisation d'une régle graduée est autorisée,

Si au cours de |'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble tre une erreur d'énencé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre

o Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont réelles ot définies sur un méme espace
probabilisé (Q, A, P). ol P pent dépendre de paramétres réels inconnus a, b, o etc; elles admettent toutes
une espérance et une variance : si J désigne 'une de ces variables aléatoires, on note E{J) son espérance et
VV(J) sa variance.

Si Jy, Jo et Ji + Ja sont des variables aléatoires A densité, on admet alors Pexistence de la covariance de J;

et Jo, notée Cov(.J1, J2), qui est définie par la formule : Cov{Jy, Jo) = %(V(Jl +J2) - V{J1} — V(J‘z)).

On admet que les covariances de variables aléatoires & densité vérifient les mémes régles de caleul que celles
des variables aléatoires discrétes.

e Powr tout {(k, £) de (N")2, on note My, ¢(R) Vensemble des matrices & k lignes et £ colonnes a coefficients réels ;
on note M () Pensemble des matrices carrées d’ordre k.

¢ On note Q la transposée d'une matrice §.

e Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égal a 3.

L’objet du probléme est I’étude de guelques propriéiés du modéle de régression linéaire élémentaire.

Partie 1. Quelques résuitats statistiques et algébriques

On considére une population d’individus statistiques dans laquelle on étudie deux caracieres quantitatifs X
et V. On extrait de cette population, un échantillon de n individus sélectionnés selon des valeurs choisies du
caractire X' et numérotés de 1 4 n.

Pour tout i de [1,n], les réels z; et y; sont les observations respectives de A et de ) pour lindividu ¢ de
I'échantillon. On suppose que les réels 1, Ta, .. ., T, ne sont pas tous égaux.

Soit a et b deux parameétres réels. On pose pour tout i de [L,n] : w; =y — (az +b). (%)

1. On note T (resp. ) et s2 (resp. s2). la moyenne empirique et la variance empirique de la série statistique

N 1 _
{zihigign{resp. (¥iligign); on rappelie que : T = . ;Ii et 52 = n ;(zi — :1:)2‘

a) Montrer que 82 > 0.
n

n kL] ”
b) Etablir les formules Z(a:‘ ~ Ty = Z(ziy,) —nTY et Z(:."t -z = Z(a:f) — nZ2.
i=1 i=1

=1 i=1
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—— 11 " n
¢} On pose pour tout 3 de J1,n] : a; = (i;il Montrer que : Zai = 0, Z(x;:c,» =1et Zaiz = %
s i=1 1=1 =1 n4
n U r; 1
.Onpose: y=| : |[€Mpa(R), u=]| I Je Mp1(R), 6= (:)E MoiR)et M=} 1 le M,o(R).
in Uy Ty 1

Les n relations () s'écrivent sous la forme matricielle suivante : y = M@+ 1.
a) Quel est le rang de la matrice A 7
b) Calculer la matrice 'M M et justifier son inversibilité.

- L'espace vectoriel R™ est muni de sa structure euclidienne canonique. Soit F le sous-espace vectoriel engendré

par les vecteurs {x3, Z2,...,Zn) et (1,1,...,1) de R®. On note K la matrice du projectenr orthogonal de R™
sur J dans la base canonique de R™ et G =1 — K, ol T désigne la matrice identité de M,,(R).

n L
a} On cherche les matrices 8 = (z) de M3 ;(R) qui minimisent Zuf = Z {3 — (am; + b))z.

=1 i=1

Montrer que ce probléme admet une unigue solution 8 = (g) et qu'elle vérific la relation : ‘ATALA = M i

b) Montrer que : a = Z oy et b= ¥ — AT,
i==1
¢) Exprimer K en fonction de M et *M.
d) Soit @ la matrice-colonne de M, ;(R) de composantes iy, i, . . ., i, définie par &t = y — M.
Montrer que : i = Gy = Gu.

n
e) En déduire les égalités : 00 = > 47 = "yGy = "'uGu.

i=1

Partie 1. Le modéle de régression linéaire

Le contexte et les notations sont ceux de la partie I. Dans cette partie, on cherche & modéliser les fluctuations
aléatoires du coractére ¥ sur Uéchantillon.

Les hypothéses du modéle de régression linéaire élémentaire sont. les suivantes ;

les réels a et b sont des paramétres inconmas ;

pour tout  de [1,n], la valenr z; du caractére X est connue ot la valeur y; du caractére V' est la réalisation
d'une variable aléatoire ¥ ;

pour tout i de §1,n], ¥; est la somme d’une composante déterministe ax; + b, fonction affine de la valeur
choisie x;, et d'une composante aléatoire U; ;

les variables aléatoires [7;, Uy, . . ., U, sont mutuellement indépendantes, de méme loi, possédent une densité,
et pour tout i de [1,n] : E(U;) = 0 et V(U;) = 02, ol le paramétre inconnu ¢ est strictement positif.

Le modéle de régression linéaire s’écrit alors : pour tout i de f1,n], ¥, =az; + b+ U; (1)
L objectif consiste & estimer les paramétres inconnus a, b et 02 du modele (1).

_ 1 n _ 1. ™"
Onposepourtout n 23:Y, = _ZY,; et Un::—ZU.;.
ni:i ) ni:l

n
4. On note A, et B, les deux variables aléatoires définies par : A, = Za,:Yi et B, = ¥, — A, T, oit le réel oy

i=1
a été défini dans la question 1.c).
a) Montrer que A,, et B, sont des estimateurs sans biais de a et b respectivement.
]

2 =2 2
b} Ktablir les formules snivantes : V(A4,) = :;2 et V(B,) = (1 + Esf) gn—.

¢) Calculer Cov{A,, By).

244



n

5. Dans cette question uniquement, l'entier n n’est plus fixé. On suppose Pexistence de A = _1&1:1 - E x; et
n—rae 7
i=1

n—I+oC 11

‘ 1 n )
= lim -~ Z(‘t‘ —7)?, avec (A, p) € R x Ry

1=1
Montrer que les deux suites (A, )nz3 et (Bn)nzs convergent en probabilité vers a et b respectivement,

6.a} On pose pour tout  de f1,n]: U, =Y, - Anz; — By, Caleuler E(ﬁ,-}.
b) Etablir Végalité: Y U7 = 3 (U; ~ Tr)? — ns2(Ay — a)2.
i=1 =1

n
¢) Caleuler E ( Z Uf). En déduire un estimatewr sans biais de o2,
=1
Partie III. Hypothése de normalité et prévision
Le contexte et les notations de cette partie sont ceur des parties I et II. De plus, on suppose dans cette partie
que pour tout ¢ de [1,n], la varieble aléatoire U; suit une loi normale N'(0, o2).
Yl ('_]1
Onpose:Y=1 ! JetU=1 ! |.Lemodelk (1) de la partie Il s'éerit alors matriciellement : Y = Af 8+
Yn Lrﬂ.
Soit Wy, Wa, ..., W, (g € N*), ¢ variables aléatoires réelles définies sur (€2, A, P). On définit le vecteur aléatoire
(Wi, Wa, ..., W) & valeurs dans RY, en associant A tout w de ) le vecteur (Wi (w), Walw),. .., Wy(w)) de R
On dit que le vecteur aléatoire (W), Wa, ..., W,) est normal si pour tout g-uplet {p1, p2,....pq) de nombres
q

réels, différent de (0,0, ..., 0), la variable aléatoire ZpJV,- snit une loi normale de variance non aulle.

i=1
Dans le cas ot le vecteur (W, Wa,. .., W,) est normal, on admet que les variables aléatoires Wi, W, .. W,
sont mutuellement indépendantes si et seulement si pour tout (4, 7) de 1, ¢]? avec 1 # 7, Cov(W;, W;) = 0.

7.a) Montrer que le vecteur aléatoire (Y3,¥5,. .., Y. ) est normal mais que le vecteur (Y, - Y,,Ys-Y,, .. .V, ~-Y)
ne Pest pas.
b) Déterminer 1a loi de chacune des variables aléatoires A,, et B,. Le vecteur aléatoire {A,,, By) est-il normat ?
8. Soit 5 une matrice inversible de M,,(R). On note T la matrice-colonne des composantes du vecteur aléatoire
(Th,T2,...,Ty) telle que T = SU.
a) Montrer que le vecteur (T1,T%,....T},) est normal.
b) On suppose que la matrice S est orthogonale. Montrer que Ty, T, . . ., T, sont mutuellement indépendantes.

9. Soit ;. ﬁg, e ﬁn les variables aléatoires qui ont été définies dans la question 6.

On note U la matrice-colonne de composantes ﬁ;, ﬁg, ceny ffn définie par U=Y-M (gﬂ )
T

a) Montrer que U= GU, ou la matrice G a été définie dans la question 3.

b} Justifier lexistence d’une matrice orthogonale R de M, (R) et d'une matrice diagonale D de M (R), telles
que G = RD'R. Quels sont les éléments diagonaux de D ?

n—2
¢) Soit Z la matrice-colonne de composantes Zy, Zs, . .., Z, définie par Z = *RU. Quelle est la loi de Z z2?
i=l

n " _ 2
d) En déduire que la variable aléatoire Z: U? suit la loj I‘(202, L 5 )
i==1
e} Soit p un réel donné vérifiant 0 < p < 1. Etablir Pexistence d’un réel ¢, ne dépendant pas des paramétres

3
inconnus a, b et 02, tel que P([Z ﬁf = %62]) = p.
i=1

344 Tournez la page S.V.P.



Dans les questions 10 et 11, on suppose qu'une (n-+1}-iéme valeur de X', notée T, 1, est choisie mais que la valeur
correspondante Y, de V est inconnue. On suppose que ¥y, est la réalisation d’une variable aléatoire Y;, ) qui
vérifie ¥, 41 = axpo1 + b+ Unyy, ot les variables aléatoires U, Us, . . ., Upyr sont mutuellement indépendantes
et de méme loi (0, 0%).

10. On pose pour tout n-uplet r = (ry,7g,...,7,) de R™: (rJ Z rYi.

I.’ensemble { +1 ; 7 €R™} est Vensemble des * prédicteurs lmeeures de Y41.

a) Soit g la fonction deﬁme sur R™ & valeurs réelles, telle que pour tout v = (ry,re, ..., 7y) de R™
sy — I
glri,mo, . Ta) = Zr? On rappelle que pour tout ¢ de [1,n] : a; = (1—21
; ns
=1 T

T
Montrer que la fonction ¢ admet un minimum absolu sous les contraintes Zfri =1et Zi‘fﬂ"i = Tnyl,

il =1
- . N . 1 —
atteint en {'unique point r* = {r},r3,...,72), ol pour tout i de [I,n], 7} = — + (£nq1 — Toy.
i
b) Montrer gue parmi les prédicteurs linéaires }n 11 de Yop, qui vérifient E(Y, f 1) = E(Y,.:1) pour tout

(a.b) de R?, ¥7) est celui qui a la plus petite variance.

n--l

Vérifier que Y;H-l = ApTps1 + By

11.a) Déterminer la loi de la variable aléatoire ¥, 11 — (4,751 + Br).

‘ ) i
b} On note ® la fonction de répartition de la loi A/(0, 1). Soit p un réel donné vérifiant 5 <p< 1.
Justifier U'existence d™un réel d,,, que l'on exprimera & Paide de &7, ne dépendant pas de a, b et 2, tel
que P(”}/fl-é-l - (44415-'31:—3-1 + Bn)l < dnal) =pn

¢} En déduire, & I’aide de la guestion 9.¢), un intervalle dont les bornes ne dépendent que des (Yi)1giga,
des (1) 1cign+1, de &, et dy, qui contienne Y, avec une probabilité supérienre ou égale a 2p — 1.

S’agit-il d’'un intervalle de confiance an sens usuel du terme 7
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