
EXERCICE T

On note E€ la base canonique de IR3 et on définit les matrices :

(r  o o) (o '  o) (o z t l  f3 r  -1)
,=lo' ol N=lo o tl ,,=lo o ,l n=lt r rl

[o  o  l ]  \0  o  0)  \4  2  a)  [2  o  z )

On note / I'endomorphisme de ,R r de matrice I dans la base canonique E€.

On note id l 'endomorphisme de R 3 de matrice / dans Ia base canonique E€.

1 .  ( a )  C a l c u l e r  ( A - 2 1 ; 2  p u i s v é r i f i e r q u e ( l  - 2 1 ) 3  =  O z ( m a t r i c e n u l l e d e  J r q @ D .

(b) En déduire que le réel 2 est I'unique valeur propre de A et déterminer une base
et la dimension du sous-espace propre de I associé à la valeur propre 2 .

2. Montrer par une méthode du pivot que P, est inversible si et seulement si y ;e -l .

3.  On note danstoute la sui te les vecteurs I  ut  = (  0,4,4 )  et  uz = (2,0,2) .

(a) Déterminerl 'uniquevecteur u, de laforme uz = (1, y,0 )  telque, " f  (ut)  = uz + 2u, .

(b )  Donner lamat r icedepassage P de  labase SJe à la fami l le  5 j '  =  (u t ,u2 ,u t ) .

Montrer à I'aide de la question 2 que P est inversible puis justifier que la famille

E' est une base de R 3 .

(c) Exprimer "f (rr) en fonction de u, ,puis f (ur) en fonction de ez, et uz

En déduire que la matrice I de I'endomorphisme / dans la base .fJ' est T = 2I + N .

Donner ,en la jus t i f ian tenuneseu le l igne, la re la t ion  l ian t lesmat r ices  A,T ,P e t  P-1  .

On cherche maintenant à déterminer I'ensemble S des endomorphismes fr de R 3 vérifiant la relation [R] :

l R l  :  - f  o h = h o f

4. (a) Onnote M' lamatr icede I 'endomorphisme à relat ivementàlabase 3'

M o n t r e r q u e  :  [ R ]  e  ( N M '  =  M '  N )

(" a' a") (" a' a"l

( b )  Enposan t  M '= lb  b '  ô "1  ,  mon t re rque :  [R l  ç  M '=10  a  a ' 1 .

[ '  c '  , " )  [o  o  
" )

(c) Calculer la matrice N2 et en déduire que .S = Vect ( id, f - zid, ( f - zid )2 ) .

( d )  O n n o t e  Ç  =  (  I , N , N 2  ) . M o n t r e r W e  ç  e s t l i b r e e t e n d é d u i r e l a d i m e n s i o n d e s .

, o i p o t "  5 ' = (  i d , " f  , f 2  ) . M o n t r e r q u e  9 ' e s t u n e b a s e d e  S .



EXERCICN 2

Soit n un entier naturel non nul . On considère dans cet exercice une variable aléatoire X, qui suit

l a l o i n o r m a l e d e p a r a m è t r e s  m  = 0  e t  o 2  =  I .  (  l o i  A t ( 0 , I l l .
n n

- [ l , t J

l .  (a) Just i f ierquelafonct ion f  déf iniesur,R par fnl t l  = 
, l l -  

t  rz lestunedensité de Xn.

(b) Justifier que f , est paire .

,';'"
/(")) Dans cette question uniquement on considère que n = 4 , et on donne .,i4 - 0,8 .
\_ . /  Y ' -

Représenter I'allure de la courbe représentative de f o dans un repère orthonorm,é et situer

les points d'inflexion de cette courbe en donnant leur abscisse ( leur ordonnée vaut environ 0,5 ) .

Justifier graphiquement l'égalité : P(X, i 0) = P(X, > 0) = ! .

On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite , définie sur .R par la relation :

D(x) = [ '  - ! " - ' ' -  a,  .' - '  
J 2 n

On donne en outre la valeur approchée O(l) = 0,8 . 
| ,2

2. (a) Justifier que O(0) = J- puis montrer que pour tout -x € R ,O(x) : + . i; 
-! i1' at .

"  
'  7  ' u  , l  2 n

(b)  Endédu i reque c '  es tdec lasse C lsur  f i  e tquepour tou t  x  e  IR ,  c ) ' (x )  =  - f r (x ) .

(æ. ; Justifier que la variable Ji * , suit la loi normale centrée réduite .

, - < - \ 1 -
(e"Féduire: P(0 .  X, s +) È 0,3.
\-/ " .ln

_ L

lnr* l  =e ro(r )  s i  x*o
On note dans toute la suite 11 la fonction définie sur lR par i

| Ê/(o) = o
3. (a) Etablir les résultats suivants :

l i m I l ( x ) - 0 ,  l i m l / ( x ) = * c o ,  l i m  l { ( x ) = 1 ,  l i m  H ( x ) = g '
x-+0 x-+0 x - t + æ  . f - + - €

(b) Justifier que .Ë/ est de classe C' sur .R* et que ll est continue à droite en 0 .

,  -+ 1 - l -1"
( c )  Mon t re rquepou r tou t rée l  x>0 ,H ' ( x )=+e '@( t )  + {e  '  2

z  l a -

.  _ :
J u s t i f i e r  l i m  { e  

'  -  0 .
' ] .o t '

En déduire que 11 est dérivable à droite en 0 et que H ) (0) = 0 .

(d) Etudier les variations de H et tracer l 'allure de la courbe de H dans un repère orthonormé .

( On fera apparaître les caractéristiques étudiées , et on utilisera l/(1) : 0,3 )

(ô



EXERCICE 3
Les parties A et B sont indépendantes .

Un joueur A dispose d'une pièce qui a la propriété de faire PILE avec la probabilité

Un joueur B dispose d'une pièce qui a la propriété de faire PILE avec la probabilité
Les résultats des lancers de ces pièces seront toujours supposés indépendants .

PARTIE A

Dans cette partie on effectue le jeu suivant :
Les joueurs A et B lancent leur pièce simultanément jusqu'à ce qu'au moins une des deux pièces donne pILE

Si A et B font PILE simultanément, lejeus'arrêtesansquepersonnen'ai tgagnéd'argent.
Sinon , le premier à obtenir PILE s'arrête et I'autre continue sei lancers jr.quà obtenir ltLE également
et paye un euro à son adversaire à chacun des lancers de cette série " enioliiaire " .

Par exemple si A a obteny PILE pour la première fois à son 7o lancer et si B a obtenu IILE pour
lapremière fois àson l lo lancer,  c 'est B qui doi t  payerà A la somme de 4 euros.

Onnote  X lavar iab lea léa to i re rée l leéga leaunombrede lancerse f fec tuéspar le joueur  A ,  y  Iavar iab le
aléatoire réelle égale au nombre de lancers effectués par le joueur B et Z = y 

-_ 
X .

I ' Justifier que les variables X et Y suivent des lois géométriques dont on donnera le paramètre .
P r é c i s e r  x ( o ) , r ( o )  e t l e s v a l e u r s d e  p ( x  =  k ) , p ( y  =  k ) , 8 ( x ) , 8 ( y ) , v ( x ) , y ( y ) .

I

n  c l O ' l l
r  - ) " t ' L .

2. (a) Montrer que E(Z) = | - 3P
nr

et V(Z) =
6 p 2  - p + l

(b) Monrrer que I p(X = k)p(y =
k = l

(c) Soit n e lV* . Montrer que p(Z

p

D =  - - ! -  e tendédu i re  P (Z  =  0 ) .
l +2p

-  n )  =  - I ^  0  -  ù '  e t endédu i re  p (Z  >  0 ) .-  
I  - +  ? n ''  '  - r

Endédu i re  P(z  <  0 )  pu is in te rpré ter lesévénements (z  =  0 ) ,  (z  >  0 ) , (z  <  0 ) .

PARTIE B

on veut d'abord programmer en Turbo-Pascal le lancer simultané des deux pièces par les joueurs A et B .
l. Fn utilisant la fonction random , recopier et compléter lsfonction suivante-oour qu'elle simule ce lancer

fÈ"Yl-é:lrenvoie,0.si lesrésuliats de A et B uon,identiques.r r-.rrttr*,;;ffé*;ir ' . 
-" ' -"-- '

' 
function laôcei ( p : real ) : integer;'val A, A i cha/ ;'bçg in

t  i f  ( , , r . . s o . s i . . . . . . , . . r .  )  t h e n  A : = , p ,  e l s e  A : = , F , ;
if ( ...ni.....",...........,....:r') then B := ' p" else 8.,:'= ' F' ;

, i l ( ....i.:...i..... ) then lancer:= O elsg' lancer i= !.' i
e n d ;

2. Montrer que la probabilité que les lancers de A et B soient différeats 
"rt 

I *" p 
.

J

on procède alors aujeu suivant : ( N est un entier nafurer fixé non nul ),
Les joueurs A et B lancent leurpièce simurtanément N fois de suite.
Le joueur B paye un euro à A à chaque fois que les pièces n'affichent pas le même résultat.
On note fl, la variable aléatoire égale à ia somme payée par le joueur B au joueur A .
3. Justifier que H N suit une loi classique que I'on détaillera .

( 3 H ^ ,  )
4' Montrer que I 

'" - I I est un estimateur sans biais du réel p et déterminer son risque quadratique .' tv 
/


