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Exercice 1

Somme d une série

i
i i i
Dans cet exercice r désigne un élément de j0. 1. Pour n € IN". on pose 8, = Z P
k=1
1 E+1 i I
1. a) Seit £ ¢ IN°. Démontrer que V'on a1 ~——— &If -t £ .
) g B+ "0 otk :
Sis ; r g 3 % 3 : i
b} Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Démontrer que : 5, -1 € T <8, - =
Ji -

¢) En déduire. pour tout entier n supérieur ou égal & 2. un encadrement de S,,.
d} Démontrer que S, sa Inn.
+ 00

2. Informatigue.
a} On considére la fonction suivante éerite en langage Python.
‘def rang(a):

i

k=1
s=1
i while s<a:
é k=k+1
| s=s+1/k
E return k

Expliquer ce gque produit Vappel rang (50},
bi Le code suivant
ifmm numpy import exp
lexp(49)
renvoie @ 1.9073465724950998e+21.
Expliquer rapidement ce que cela laisse penser si I'on fait Uappel rang(50).
"
3. a} Soient n € IN" et ¢ € [0, ¢]. Simplifier la somme Z!*“‘.
A=}
% _!.K‘ xr n
b} En déduire que pour tout n € IN” on a : Z — = —n{i — 2} ~/ —— di.
0

ol -1

k
T {!F

¢} Démontrer que :  lim / e} = (L
toufs Tt

RS e
b %
o S i T & :
d} En déduire que la série E P converge. de somme Z e ff 1 - ).
kzl {21

Exercice 2
Des variables aléatoires

Ou considire une suite de variables aléatoires indépendantes {X; Jrepe- suivant toutes la loi uniforme sur 10, 1]
et définies sur le meme espace probabilisé (O, 4. P).

Pour tout entier n 2 2 on pose : £, = mf{(X,...... Xu} c'est i dire que powr towt w € (ona :
Zalw) = min (Xilw), Xalw), ... Xn{w)).

On admet que 7, est bien ane variable aléatobre.
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: Boit n > 2 entier.

a} Démontrer que la fonction de vépartition F,, de Z,, est définie par :

{} sir< 0
Fa(r)=¢1-(1-2)" sizelnl].
1 st > |

b} Justifier que la variable aléatoire 7, est i densité,

¢) Démontrer qu'une densité f, de Z, est donnée, pour x réel, par

L deta {n(l - z2)"t sizeld 1] s
i e 4

4] sinon

. Informatique. Compléter la fonetion suivante en langage Python de maniere que Uappel Varz (10) simule
qu p g jue lapy

la variable aléatoire Zp. On rappelle que, la fonction random() avant été importée, Pappel random(3)
renvoie un vecteur de trois coordonnées qui simulent des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0. 1],

{def VarZ(n):

E from numpy import min

i from numpy.random import random

o5 UL AN

- Etudier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Z,,),20.

- Soit # 2 2 entier. Lorsque 7 est une variable aléatoire qui suit o loi uniforme sur 0.1, indépendante des

variables aléatoires Xy, . ... Xy, on admet que Z, ~ U est une variable aléatoire & densité i, donnée par ;

L= ({=2)* pour2€ [~1L0
Gelay = ¢ {1 - x}" pour x € i), 1}
i pour re Ry {11}
Onpose : 1, = &, ~ X,.
; I
a} Démontrer que P{Z, = X} = —.
On pourra vonsidérer la variable aléatoire Z,_y = inf(X,. ... X,1).
b} La variable aléatoire 7, est-olle & densité?

¢} Informatigue. Ecrive une fonction VarT en langage Pyvthon, d'argument n. qui simule la variable
aléaroive 1),

. La figure 1 présente un histogramme de 2000 rectangles donnant la répartition de 20000 valewrs d'une

simulation de la variable aléatoive 1505 de la gquestion 4. La figure 2 est un zoom de la partie de droite de
la figure 1.

FIGURE 1 -~ Répartition de 20000 valenrs prises par 1500

3/6
Tournez la page S.V.P.



204

Q035 ~0.030 -0.025 =§020 ~0.a13 =0:010 ~D.00% Ly

FioUre 2 - Zoom de la partie droite de la figure |

a) La variable aléatoire T500 vous semble-t-elle discréte 7 Justifiez votre avis en une pluase.

b} Le rectanele le plus & droite de la figare 2 est-il cobérent avec le résultat de la question 4a?

Probleme

Formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie
Dans tout le probleme, # est un entier supérieur ou égal a 2 ot E est un espace vectoriel de dimension finie n.

Notations et définition

---------- On note Op e vectewr nul de £,

-------- Lorsque 17 est un espace vectoriel on note £(E, F'} Pespace vectoriel des applications linéaires de E dans
F.
Une forme linéaire sur E est une application lnéaive 2 £ — R
On note, dans ce probleme. E° = L(F. IR} Uespace vectoriel des formes lincaires sur E.

— Un hyperplen de E est un sous-espace vectoriel de dimension » — 1 de Pespace vectoriel F.

Lorsque F est un espace vectoriel de dimension finie. on admetira que la dimension de Uespace vectoriel £{F. F)
est :
dimL(E F) =dimE < dimF.
On admetiva aussi quune intersection de sous-espaces vectoriels de E est encore un sous-espace vectorie] de .
Enfin, on rappelle le théorbme de la base incomplite © loute fanulle lihre de 1) peat se compléter en une base
de £.
Préliminaire
L. Justifier que les espaces vectoriels £ et £° ont la meme dimension,
2. Soit ¢ un élement de E”.
a) Quelles sont les dimensions possibles pouwr Vimage Im o de 27

b} En déduire que £ est soit anlle, soit surjective.

¢} On suppose gque 2 west pas Papplication nulle, Démontrer que ker 2 est un hyperplan de £
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Partie I - Des exemples

3. Premier exemple
Daus cette question, p est un entier naturel non nul et £ est espace vectoriel IR, [} des fonctions
polynomes a coeflicients réels de degré inférieur ou égal & p.

t
O considére application g : E — IR définie par : g(P) = ] P{f) di.
&
a} Démontrer que g est un élément de E*.
b} Quelle est la dimension du novau de g2
¢) Pour ke {1...., p} on considére la fonction polynome Qy : x v 2% - s "

Démontrer que la famille (Qy.....Q,) est une base du novau de g.

4. Second exemple
Dans cefte question, p est un entier naturel non nul et £ est Vespace vectoriel R, ir] des fonctions
polynomes a coefficients réels de degré inféricur ou égal i p.

a) Démontrer que f est un élément de £E*.
b} Déterminer le noyau de f.

Loy

. Dans cette question. on revient au cadrve géuéral.
Soient [ et g deux éléments de E7, non nuls, tels que ker f € ker g.

a) Démontrer que ker f = ker g.
b} Justifier de existence d'un élément &y de E qui n’appartient pas au novau de £,

¢} Démontrer que E = ker f & vect{rg). oit vect{xg) désigne le sous-espace vectoriel de E engendré par
le vectenr xg.

d} On pose b = glag)f ~ flrglg. Démontrer que h est nulle.
¢} Que peut-on en conclure pour les formes linéaires f et g2

Partie II - Hyperplans et formes linéaires

6. On a vu & la question 2¢ que le novau d'une forme linéaire non nulle est un hyperplan. Le but de cette
question est de démontrer que Lout hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle.
Soit H un hyperplan de E.

&) Soit {eq,.... tn-i) tme base de H. Justifier de Vexistence d'un vecteur e, dans E tel que 3 =
i T e, ) soit une base de Uespace vectoriel E.
b} Seit ¢ Pélément de C(£. IR} défini par
@ BMIg il n-1
wlei) = { § s { '
1 sii=n

Justifier gque cette définition est correcte ot démontrer que ker ¢ = I,

Dans ln suite de celte partie, on considére un entier p 2 2 et une fomille { Fiooooi fp) de formes tinéaires sur

E. amsi gue Papplication :
fou ( E — WP )
z = (@ fyle) )

On tiendra pour acquis que Papplication [ est lindaire,

B
7. Démontrer que : ker f = ﬂ ker f.

=i
8. On suppose dans cette guestion que Uapplication f est surjective.
a} On note {g;..... ¢p) la base canonique de IR”. Justifier que =; admet un antécédent r par f.
b} Démontrer que Ia famille (f;..... f,) est libre dous £7.
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g’.

10.

On suppose dans cette question gue Papplication f n'est pas suriective.
a) Que peut-on dire de la dimension m de Im f7

b} En complétant une base (e.....e,) de Im [ en une base de IR”, démontrer que Im f est inclus dans
un hyperplan /1 de IRP,

¢} En déduire que la famille (f,..... ) est liée dans E* (on pourra utiliser la question 6).

On suppose dans cette question que la famille (i, .. .. I} est libre dans 'espace vectoriel £

a}) Justifier que f est surjective.

»
b} Démontrer que : dim ( n ker f;) =0 -

=1

Partie III - Formes linéaires et structure euclidienne

Dans cette partie. Uespace vectoriel E est muni d’un produit scalaire { , ).
Pour & € E on note f, Vapplication qui & un élément r dans £ associe le véel folz) = {a.x).

11.

12

3.

Soite & E,

a) Deéemontrer que [, est un #lémert de £7,

b} Déterminer le novan de f,.

¢} Démontrer que si [, est Vapplication nulle alors a = 0p.

Théoréme de représentation des formes linéaires
On cousidére maintenant Papplication & : £ —» £ définie. pour a € E. par : ®(a) = f,.

al Démontrer que P est linéaire.
B} Démontrver gue & est un isomorphisme de E sur £,
c} Justifier que pour tout ¢ € E” il existe un unique @ € E tel que :

Application aux formes linéaires sur M, (IR}
DPans cette guestion, p est un entier naturel non nul et on considere My (IR}, Pespace vectoriel des matrices
carrées de taille p.

a) Démontrer gque { . ) : (A, B) > tr("'AB) est un produit scalaire sur MptIR).
b} Démontrer que si ¢ 1 E — R est une forme linéaire alors il existe une matrice 4 dans M) telle
e pour toute matrice M dans M,{IR} on ait : '

A = e AM).

FIN DE L'ENONCE
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