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Exercice 1

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie. notée n (n € N*) et u un endomorphisme de E. On note Id
I'identité de E.
Si P(X) = ap+ a1 X + ... + apXP est un élément de R(X]. on rappelle qu'on désigne par P(u) endomorphisme
suivant : P(u) = aol + aju + ... + apu® ot u¥ est la composée you...ou { u®=Id par convention) .

k fois
Dans toute la suite @ est un polynome qui admet 1 pour racine simple et tel que Q{u) = 0. Ainsi on peut écrire

QX) = (X = D)Q1(X) avec Qy(1) £0.
1. Montrer que Vimage de (u — Id) est contenue dans Ker{Q;(u))
2. On note Ey = Ker(u— 1d).
(a} Montrer que si z € Ey alors Q(u)(x) = Q1(1).z.
(b) En déduire que Ey NKer(Qy(u)) = {0g}
(c) En déduire & ’aide du théoréme du rang que E = E; & Ker{Q(u)).
3. Montrer que Gh(u) = 0 si. et seulement si, 1 n'est pas valeur propre de u.

4. On suppose dans cette question que Q(X) = (X - 1)(X + 1) que E est de dimension 3 et que 1 est valeur
propre de u; on note Ej 'espace propre associé a la valeur propre 1.

Montrer que si la dimension de E) est supérieure ou égale & 2, 'endomorphisme u est diagonalisable (on
pourra distinguer deux cas, suivant que la dimension de Ey est égale 4 2 on égale a 3 ).

Exercice 2

On considére un entier naturel n supérieur ou égal a 2. On dispose d'une urne contenant 2n boules numeérot ées
de 1 a n, chaque numéro apparaissant deux fois. On effectue « au hasard »une succession de tirages simultanés de
deux boules de cette urne selon le protocole snivant :

¢ & chaque tirage de deux boules, si les deux boules tirées portent le méme numéro, on ne remet pas les deux boules
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dans 'urne et on dit qu'unc paire est reconstitude.
e si les deux boules portent des numéros différents, ou les remet daus Furne avant de procéder au tirage suivant.
Pour tout élément ¢ de {1,n], et tout entier naturel & non nul, on pose T; = k si k tirages exactement ont pté
nécessaires pour reconstituer i paires.
On admet qu'il existe un espace probablise (2, A, P) permettant de modéliser cette expérience et que, pour tout
entier i de [1,n], T; est une variable aléatoire définie sur cot espace.
1. (a) Déterniner la loi de T et reconnaitre cette loi.
(b) Donner, sans calcul la valenr de 'espérance de Ty.
2. Compléter fa partic principale du programume snivant afin qu'il affiche nue réalisation de la variable Ty -
begin
randomize ; readln{n):t : (;
repeat a : random({n}-1:b: random(n)-1;
trovly
until......;
writeln(t)
end.
3. On pose X1 =Tj ¢t pour tout i de [2,n], X; = T; — Ti_;.
(a) Que représente la variable X;7
(b) Déterminer, pour tout 7 de [1, 1)) la loi de X; ainsi que son espérance.
(¢} En déduire que T, admet une espérance mathématique et que Fon a E(T,) = n2.
1. On effectue une suite de n tirages de deux boules selon le protocole précédent.
Ou note S, la variable aléatoire égale au nombre de paires reconstituces lors de ces n tirages.
(a) Calenler P{[S, = 0]).
(b} Déterminer lim P([S, = 0}).

fi— 400
n!2"
¢) Montrer que P({S, = n}) = .
5. Expliquer ce que fait la partie principale du programme suivant :

begin

randomize : readln{n) v : nz: 0;
fork: 1tondo

begin

a: random(m)-1;b: random(m)+1;

if a bthenbeginz: z+1;m: m-1:end:
end ;

writeln(z) ;

end.

Exercice 3

Soit n un entier naturel supéricur ou égal 4 2. On note Ry[X] Uespace vectoriel des polynomes & coefficients réels,
de degré inféricur ou égal a n.

+o0
1. Montrer que, pour tout couple (P, Q) d'éléments de Rp{X], l'intégrale . / P(t)Q(t)e™tdt est convergente.
0

On admel gue I'application, notée {...) de Ra[X] x Rp[X] @ valeur dans R, définie par :

400

Y(P,Q) € Ra[X] x Ry[X], (P,Q) = fo P(Q(t)e™"dt

est un produst scalaire. On note || || la norme associée.
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2. (a) Soit P et Q deax éloments de R,[X], P/ ot @ leurs polyndmes dérivés respectifs. Etablir la relation
suivante
{(P'.Q) +(P.Q") = (P.Q) — P(0)Q(0).
(b) En déduirve que si P est un polvudme non constant de Ba{X] | orthogonal a tout polynéme de degreé
strictement inférieur | alors on a [P(0Y] = || P

3. On se propose de démontrer dans cette question gqu'il existe une unique famitle de polynomes (Lo, Ly, ..., Ly)

vérifiant
Io=1
(R) Vk € [0.n]. d°(Ly) = &
Yk e [0,n]. Li(0) =1
(Lo, Ly, ..., Lg) est une base orthonormale de Ry [X]
(a) Oun suppose gu'il existe deux fawmilles de polynomes (Lo, Ly..... Ly) ot (My, My, ..., M,) vérifiant les

relations R
Montrer que, pour tout élément k de [0, n]), Ly = M.
(b) Onnote (Fo. Py, ..., Fy) la famille obtenue (A partir de la base canonique (1, X, ..., X™) de Rn[X]) par
le procéde d'orthononmnalisation de Gram-Schndt.
i. Justifier, pour tout k de §0.n], la relation P(0) # 0.
il. En déduire une famille (Lo, Ly, ..., L) vérifiant R.
{¢) Conclure et calculer expliciternent Ly ot Lo,

Probléme

Toutes les variables aléatoires intervenans dans co probléme sont définies sur le iméme espace probabilisé (9, A, P).

On considére une suite (X)), 5, de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. On considére
k2

aussi, pour tomt entier naturel n non nul. la variable aléatoire M, définte par © M, = sup(X1. Xo,. .. Xy). c'est-a-

cire gque, pour tout w de @, on a My{w) = max{X{w). Xo{w)...... Xplw)).

Un cherchie alors des suites réelles (an)pene € (bn)pene. 00 La suite (@n) N 05T & termes strictement positifs, telies

L, -

A by
—_— converge en lol vers une variable aléatoire non constante.
in neN

gue la suite (
4

La fonction exponeaticlle sera indifféremment notée (r — ) ou exp.

Partie 1 - La loi exponentielle

Ou suppose dans cette partic que la lol commmnne des Xy est la lol expouentielle de paramétre A, ot X est un réel
strictement positif.
1. Soit g la fonction définie que R par : Vo € R, g(x) = ¢ %exp (—€7%).
(a) Montrer que g est une densité de probabilité. On note (7 une variable aléatoire admettant g comme
densité.
(b) Déterminer la fonction de répartition, notée Fg, de la variable G.
2. (a) Donner, pour tout entier naturel 7 non nul, la fonction de répartition de la variable M,
(b) Pour tout entier naturel n non uul, on pose : U, = AM,, —In(n). Montrer que la suite (I, ) en+ converge
en loi vers une variable dont on précisera la loi.

Partie 2 - La loi normale

On suppose dans cette partie que la lol commune des Xg est une loi normale centrée réduite. Soit ¢ la densité de
X

+2 ou)
1. (a) Montrer gque pour tout 2 > 0, l'intégrale f "

xr

du est convergente et 4 l'aide d’'une intégration par

parties, montrer que



(b) En dédnire que pour tout = > 0,

o) PG >a) gy ¢l)
& x T
puis que
vatd)

P(Xl >} <

1

: . R . ST, €. B
2. Soit e un rée} strictement positif. Moutrer que pour tout entier naturel n non mul, 'équation = — admet
T 3

sur }0, +oc| une unique solution que l'on notera ry,.

3. Montrer que lim xy, = +o0.
n—+00
4. Montrer que pour tout entier i non nui,
2+ 2, = 2inn — In(2c¢%7).

5. En prenant un équivalent de chaque membre de P'équation de la question 4.. montrer que

Trn ~ v2lnn.

n—400

En déduire que 'on peut écrire pour n > 2,

In=v2lnn+e(n)on lim cu(n) =0
n—+oo /21nn

6. (a}) En utilisant la guestion 4., montrer que pour tout entier i > 2,

2(V21lnndey(n) + (e1(n))* + 2In(1 4 %) = —n(lnn) - ln{drc?).
nn

(b} En prenant un équivalent de chague membre de I'éguation du a). montrer qne

2e1(n)v2Ilnn ~ —In(lnn).

n—=+0o0

En déduire que
In{knn) ) 2v2lnn
ei(n) = —————=+ ea(n) oun lim e(n){(5>——-=) =0
( 2v21nn n—too " ln{lnn) )
On admet alors qu'en poursuivant le développement asymptotique. que {'on peut écrire pour tout entier
n supérteur 4 2 :

In{lnn) In(4r) Inc
=+v2lnn — - - +
o " 2v2Inn  2v2Inn  2ln (n)

avec n_ll&lw&‘(n)\/ﬂn(n) = 0.

1 In(lnn) n(4n)
't by, = v2lnn — - )
v2inn ot On " 2v2Inn  2v2lnn

Montrer 4 I'aide des questions précédentes, que pour tout x réel et pour tout entier n > 2 en posant
c=e"% que:

7. Onposepour n>2 | a, =

(a)

anL + by = 2 — £(n)

(b)
HanT + by) - e

anx+b, n—+oo n

. . . +b . .
{¢) En déduire , en utilisant la question 1.b. que Hanz +ba) P(X] > anz + by) puis que la suite
M 5 anT + b, n—o+oo

(—2—")p>1 converge en loi vers la variable G ( la variable G est définie dans la partie 1.)
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Yy



