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EXERCICE 1

On considere la suite (1,),»o définie par :

vneN, I,= /.2 (cost)"dt.
0

1. Montrer que I, est bien défini pour tout n € N.
Calculer Iy, I) ct L.
2.(a) Etudier la monotonie de la suite (I, )nso.
En déduire que la suite (I,,),=0 converge.
(b) A Taide d'unc intégration par parties, montrer que : Vn € N, I,o = (n + 1)(I, = L)
L (2n)! = (2"n!)?
¢) En déduire que : Vn € N, I, = ——=— et [ = .
( ) q v 42n (211“!)2 2 2n+1 (2n+ 1)1
(d) Compléter la fonction I suivante, qui prend en entrée un entier positif n, afin qu'elle retourne
un vecteur y qui contient les 2n + 2 premiers termes de la suite (7, ),0-
B ?

3.(a) Rappeler un équivalent simple de z — cos(z) — 1 et u »— In(1 4 u) au voisinage de 0.
ke

(b) Montrer que nln (cos(n %))~ —%\/ﬁ En déduire lim [ cos (n /%)

n—+0d T—+00
T

(c) Montrer que : lim { cos (n™??) | =1.

n—4oo
4.(a) Montrer que pour tout n € N* :

— L/

/ (cost)™dt < nt4,
0
(b) Montrer que pour tout n € N* :

% I T - "
/n_1/4(cost) dt < 5| cos (n 1“) .

(¢} En déduire que lim I, = 0.
n—+o<
5.(a) Montrer que pour tout n € N* :
n2/3 T

L, = f (cost)™dt = n=*3( cos (n_2/3)
0

En déduire la nature de la série de terme général [,,.
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(b) Ecrire une fonction en Scilab qui prend cntrée un entier naturel n et qui renvoic cn sortie le

terme de rang n de la suite des sommes partielles associée a la série > I,,.
10

2
6.(a) Montrer que pour tout réel ¢ de | — 7w, 7] : cos(t) + 1 = T Tten (t
2
, T
. 2
(b) A Plaide du changement de variable « = tan (5) montrer que : / 1T cos (t)
k)
" 2 dt 3 (—cos(t))"t?
') Montrer que pour tout entier n : ~-1)*I, = —_—— R e
(¢) Montrer que p g( V' Ik /0 1+cos(t) J, 1+ cos(t)
7 (—cos(t)"!
2 (—cos
; (d) .Montrer que : Vn € N, fo W dt| < I,41.
(e) En déduire que la séric Z(—l)kf % est convergente et déterminer sa somme,
k=0
EXERCICE 2
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Ty
On dit qu'un vecteur X = © | de M, 1(R) est symétrique (respectivement antisymétrique)
Ln
lorsque :
Vie [l,n], x; =xpe- (respectivement x; = —,1-. ).

On note F l'ensemble des vecteurs symétriques de M,, ;(R) ct G I'cnsemble des vecteurs antisy-
métriques de M, ;(R).

On note § = (s;;) € M,(R) la matricc définic par :

1 si i=n+1-j

V ] « ]. 2 &40 =
(3) e ol sy {0 S8 iAn+1—j.

Partie A

Dans cette partie ot uniquement dans cette partie, on étudie le cas particulier ot n = 3.
La matrice S est alors la suivante :

S =

— O D
= D =

0
1
0
1. Calculer 52. En déduire les valeurs propres de S

2. Déterminer une base de F et de G.
Vérifier que F et GG sont des sous-espaces propres de S,

3. En déduire que : FF & G = Mj3,(R).
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Partie B
On revient dans la suite dans le cas général ot n est un entier supérieur ou égal & 2.
4.(a) Expliciter S et justificr que S est diagonalisable.
Iy
(b) Calculer SX lorsque X =
:I:‘R
(c) Pouri et j deux entiers de [1, n], expliciter le coefficient en ligne i et colonne j de S? en fonction
des coeflicients s;., de S.

En déduire que S? est la matrice identité d’ordre n.

5.(a) Soit X un vecteur de M, (R).
Montrer qu’il existe un unique couple (Y, Z) de vecteurs de M, ;(R) tel que :

YeF, ZeG e X=Y+7Z
(b) Montrer que F' et G sont les sous-espaces propres de S. Préciser les valeurs propres associées.
6. Soit A = (a;;)1<ij<n une matrice de M, (R) telle que :
V(i,j) € [1,n], @inirj = ansiij

On considere A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.

(a) Vérifier que AS = SA.
(b) Montrer que SX est un vecteur propre de A.
(c) On pose Y = X + SX. Exprimer AY en fonction de YV et A.

(d) En déduire que le sous-espace propre E,(A) associé & la valeur propre A de A contient néces-
salrement un vecteur symétrique non nul ou un vecteur antisymétrique non nul.
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PROBLEME

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue une succession de
tirages d’une boule dans cette urne. Apres chaque tirage, on remet la boule tirée dans I'urne, et on
rajoutc dans 'urne unc boule de couleur opposée & celle qui vient d’étre tirée.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (2,7, IP).

Pour tout k € N, on note X; le nombre de boules blanches présentes dans l'urne juste avant
le (k + 1)-iéme tirage. En particulier, on a Xy = 1. On admet que pour tout entier k, X est une
variable aléatoire de (2,7, IP).

Partie A

—

. Déterminer la loi de X;. Donner son espérance et sa variance.

]

. Justificr soigneusement que la loi de X, cst donnée par :

2

P =1) =7,  P(X.=2)=5 PX=3)=;

3. Préciser I'ensemble X () des valeurs que peut prendre Xj,.

. Soient i € N* et j € X;(Q). Déterminer P, —j)([Xs1 = 1)
(On distinguera différents cas selon les valeurs relatives de i et j).

TN

. Déduire de cc qui précede que :

o

. » . i . 3+k—1 .
vk & N? vie N s FP([Xk-t—l = Z]) = mﬂ)([Xk = 3]) + _R?—F—QP([XR: =1— 1]) (*)
6. A I'aide de la formule (%), déterminer la loi de X.
7.(a) Montrer que pour tout k € N: P([X; = 1]) = (?Ji—l)‘

(b) Déterminer pour tout k € N, la valeur de IP([Xy = k + 1]).

(¢) Pour tout k € N, on pose : ax = (k + 1)l x IP([X; = 2}).
Exprimer ag.; en fonction de a;, et de k.
Montrer que la suite (bg)g=o définie par : Yk € N, by = ap + &+ 2 est gcometrlque
En déduire alors que :

o+l | 9
(k+1)!

VkeN, P([X,=2)) =
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Partie B

8. Que renvoie la fonction Scilab suivante pour un entier & non nul?
Détailler le fonctionnement de la ligne 5.

W00 =~ U e LI b e

9. Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function LE = loi-exp(k,N) qui prend en entrée un cntier
strictement positif & et un entier N, qui effectue N simulations de % tirages successifs dans ['urne
et qui retourne un vecteur LE qui contient une estimation de la loi de Xi (c’est-a-dire que pour
chaque ¢ € [1, £k + 1], LE(i) contient la fréquence d’apparition de I'événement [X} = 4] au cours
des N simulations).

On pourra utiliser la fonction mystere.

10. Recopier ct compléter la fonction loi-theo suivante, qui prend en entrée un entier strictement
positif n, afin qu’elle retourne un vecteur LT qui contient la loi théorique de X,.
F _é%f‘" - .- . - i, - -& - — =7

22 oL

11. Un ¢étudiant nous propose comme loi de X5 le résultat suivant

k 1 2 3 4 D 6
}P([stk]) 0.001368 | 0.079365 | 0.419434 | 0.418999 | 0.079454 | 0.00138

A-t-il utilisé loi-exp ou bicn loi~theo ?
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Partie C
12.(a) A l'aide de la formule (%), montrer que :

Uk €N, B(Xin) =

E(X.) +1.
+2 (Xi) +

(b) Déduire de ce qui précede que :

kE+2
Yk e N, E(Xy) = —
a (¢) Soit Y} la variable aléatoire égale au nombre de boules noires présentes dans 'urne apres k
tirages.
Justifier que X}, et Y}, ont méme espérance, puis retrouver le résultat de la question précédente.

On admettra pour la suite que :

b+ 2
VEk € N*, V(X,) = %

13.(a) Soit a > 0. Montrer que :

Xk 1
i — = =1.
k—rlllocp(‘kﬁ-Z 2‘(0{)

(b) Interpréter ce résultat et le justifier intuitivement.

Partie D
14. Pour tout couple d’entiers (7, j) tels que 1 < j < i, on définit 'application ¢; ; par :
. RX] — R[X]
Vit P e JP(X +1)—iP(X) "
(a) Montrer que ; ; est linéaire.
(b) Pour P € R[X], montrer que deg(y, ;(I°)) = deg(P).
(c) En déduire que ¢, ; est injective.

(d) Montrer que pour tout polynome P dans R[X], il existe un polynéme @ dans R[X] tel que
vi(Q) = P.

(Pour P non nul, on pourra s’intéresser a la restriction de ¢; ; 4 R, [X]| otin est le degré de P).

Ce qui précede montrant que @; ; est un automorphisme, on définit le polynéme F, ; pour tout couple
d’entiers (i, ) tels que 1 < j < 4, en posant :

Pl,l(X) =1, et pour 1 < 5 < 1, PiJ(X):gogjl ((3—|—X—3')Ri..1,j(X)),
ct enfin pour tout enticr ¢ > 1,

PuX) = =Y B0).

15.(a) Vérifier que : Py (X) = —X — 2, puis calculer Pyo(X).
(b) Vérifier que : P32(X) = -2X — 4.
On admettra dans la suite que : P (X) = le + %X +1et Pyy(X) =3.

2
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16. On considere, pour tout cntier i de N*, la proprié¢té suivante :
| Iy "
H, c« YheN, P(X,=1i]) = T j;g,j(k)j >.

On souhaite montrer par récurrence que, pour tout ¢ de N*, H; est vraie.
(a) Montrer que H; est vraie.

{(b) Soit i > 1. On suppose que H;_; cst vraic et on pose :
i—1
VkeN, ap = (k+ DIP([Xr =1i]) = Y P(k)s*.
7=1

En utilisant la formule () et la relation (3 + X — ) P_1;(X) = p;; (£%;(X)), montrer que la
suite (o )r=o est géométrique.
Déterminer ay ct en déduire que H; est vraie.

(¢) Conclure.
17.(a) En utilisant le résultat de la question 15(a}, retrouver le résultat de la question 7(c).
(b) Déterminer IP([X; = 3|) pour tout k € N*.




