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EXERCICE 1

On note :

e M, (R) I'ensemble des matrices colonnes (4 n lignes) 4 coefficients réels ;

e M, (R) ensemble des matrices carrées de taille n  coefficients réels ;

e U/ ]a transposée d'une matrice U ;

o ker (M) = {X € M, (R) tel que MX =0}etIm (/) ={MX. X €M, (R)}

oit M est une matrice de M, (R).

On munit M, (R) de son produit scalaire canonique (X.Y) = ‘XY et on note
ll| sa norme associée.

On considére une matrice A € 9M, {R) et un entier naturel & non nul tels que
AF = *4. On pose alors B = 'AA € M, (R).

1. Calculer 'B et établir que : VX € M., (R), (BX,X) = |AX].

2. Démontrer que toutes les valeurs propres de B sont réelles et positives.
3. Prouver que : B* = B. Quelles sont les valeurs propres possibles de B ”
4. Justifier que : B* = B.

5. Montrer que : ker (B} = ker (A} puis que : Im (B) = Im (A).

6. Etablir que : VX € Im (4). [JAX|| = lX]|.

EXERCICE 2

On considére :

e la fonction f définie sur R? par :

Y(r,y) eR® [fla.y) = % [22 (1 —2%) + 9% (1= o*) + 22y]
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o la suite (uy, ), définie par :
Vn 20, Upio = fup. unt1) avee (ug.uy) € [0, 1]2.

1. Etude de f.

(a} Si {a,b) un point critique de f. justifier que a = b puis déterminer tous
les points critiques de f ainsi que la valeur de f en chacun de ses points
critiques.

On admettra dans toute la suite que :

—1— (:1;2 + y2)2 .

V(z.y) eR:L fzy) < T

(% +97) -

WL B W)

2t t?

5 10

{¢) Démontrer que la fonction f posséde un maximum et qu’elle n'est pas
minorée.

(b) Préciser le ou les extrémums de la fonction g : ¢ € Ry +

2. Programmation de (u,),,., . Ecrire un programme en PASCAL demandant

a l'utilisateur un entier N ainsi que les valeurs initiales ug, u; et calculant la
valeur de ux correspondante.

3. Etude de la suite (uy), . . On considére la suite (ay,),,.,, définie par :

VreN. au9=1 (0, +any1) avec ag=upeta = u.
5

{a) Démontrer que : ¥n 20, 0< u, <

/—-"“"‘

En déduire que : Vn € N, up0 € = (ty + Uni1)

(b) Justifier que : ¥n 2 0, 1w, < an.

(c) Etablir 'existence de quatre réels A, u, 7, s tels que :
YneN, a,=x"+ us"

puis étudier la convergence de la suite (uy),,5q -

Tournez la page s.v.p.

BT L W e B mmn M VR SRR WEL L g DD SR MR ot L ey “ R %y T e
Fowe h T W GRS N R e v e e o ARG RPN )




ECRICOME

VISER PLUS HAUT

PROBLEME

Soit = un réel, on note |x| la partie réelle de & c’est-a-dire I'unique entier N tel
que: NSz <N+1
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, 4, P) . On définit
Xq sur (©. A, P) par :

Vwe, Xglw)=|X(w}].

On admet que X, est une variable aléatoire sur (2, A.P). on I'appelle « la dis-
crétisée de X »
Le probléme consiste :

e 3 étudier quelques propriétés de la discrétisée de variables suivant quelques
lois usuelles (PARTIE 1)

e puis 4 étudier plus spécifiquement le cas o les variables possédent une den-
sité définie par un polynéme (PARTIE II)

e et enfin 4 établir qu'une variable discréte, satisfaisant a certaines conditions,
est la variable discrétisée d'une variable 4 densité (PARTIE III).

Les parties I, IT et III sont largement indépendantes.

PARTIE 1 : Calculs de discrétisées.
1. En PASCAL,

e la commande floor(x) calcule la partie entiére du réel x ;

e la commande random crée aléatoirement un réel appartenant a 'intervalle
10,1] (qut suit en outre la loi uniforme sur [0,1]) ;

On rappelle que si Z suit la loi uniforme sur {0, 1] alors, pour ¢ € R., aZ
suit la loi uniforme sur [0, a] .

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0.a] (@ € R, ) et
X, sa discrétisée.

Ecrire une fonction PASCAL qui & un réel ¢ (positif) fournit par l'utilisateur
renvoie une réalisation de X .

2. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f. Montrer que :

k+1

vk € Z, P(Xdzk)sz(at)dm.
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3. Soit N un entier naturel non nul et X une variable aléatoire suivant la loi
uniforme sur I'intervalle [0, N].
Déterminer la loi de X; (on précisera les valeurs prises par X;).

4. Etablir que 'on définit bien une variable aléatoire discréte Y en posant :

Y () = {1.2...9} et Vk € Y (Q),

PY =k = ln(ll[)) o (k}f.l)

Proposer une densité f telle que si une variable aléatoire X posséde f pour
densité alors sa discrétisée X, suit la loi de Y-

5. Soient X une variable aléatoire suivant une lot exponentielle de paramétre

nX
A € RY et n un entier naturel non nul. On pose Y, = X :
n

(a) Justifler que la variable nX posséde une densité f, que l'on précisera.

{b) Donner la loi de la variable [nX| . Vérifier que [nX | + 1 suit une loi
connue dont on donnera le nom et le paramétre.

c) Soit z € R.. prouver que :
+

Pt <21 - (ALY

[z

(Yo),»o converge en loi vers une variable aléatoire Y dont on précis-
era la loi.

(d) Donner un encadrement simple de puis montrer que la suite

»

PARTIE II : Discrétisées et lois « polynémiales ».

On note R,, [X| 'ensemble des fonctions polynomes a coefficients réels de degré au
plus n et on pose :
Yk e {0,..,n}, ep:z&Reszb

Si @ appartient & R, [X], on pose u (@) la fonction définie sur R par :

z+1

V& € R, u(Q)(m)—/Q(t)dt.

1. Pour tout entier £ € {0, ..,n}, calculer u (e)) puis exprimer « (¢;) en fonction

de e;. ... e,.
Tournez la page s.v.p.
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9. Etablir la linéarité de u et justifier que si Q ¢ R, [X] alors u (Q) € R,, [X].
3. Etablir que la famille (u (eg))ycsc,, €5t une base de Ry [X].

4. Justifier que pour tout polyndme R € R, [X], il existe un unique polynome
Qr € R, [X] tel que :

r+1

vreR, R(z) = fQR (t) dt.

5. En considérant n = 1, expliciter Qg lorsque : V2 € R, R(zx) = %

6. Soient N un entier naturel et X une variable aléatoire dont [ est une densité.

(a) On suppose qu’il existe un entier naturel n et un polynome QeR, [ X]
tels que :

flz)=Q(z) siz € [0.N +1];
vz ek, {f(x) 0 sinon

Etablir Vexistence d’'un polynéme R € R [X] tel que

{ Xa () = {0, ., N},
vk e X, (Q). P(Xg=k)=R(k)

(b) On considére la variable aléatoire discréte ¥ définie par :

Y () = {0.1,2,3}.
{VkeY(Q), P(sz)—% '

Montrer qu’il n'existe aucun polynome ¢ € R [X] tel que

vee 04 f(2)=Q()

et tel que Y soit la discrétisée de X. Indication : procéder par l'absurde
et constater que l'une des propriétés des densités n'est pas satisfaite.

g i R S g o W‘W A AT @M W‘@ A
g g TER
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PARTIE III. Variables dénombrables et discrétisées.

On considére une variable aléatoire Y définie sur (€2, .4, P) ainsi qu'une fonction
g: R, — R, qui soit de classe C? sur R, et telles que :

Y(Q)=NetvkeN, P(Y =k)=g(k).

En particulier, la série Z g (k) converge et
k>0

On suppose en outre que g est décroissante et qu’il existe un réel C' 2 0 tel que :

C
1+x)*

Vre Ry, ¢ ()] < et |¢" (z)] <

(1+ :E)2

Pour tout réel z. on pose :

+o0
f(x):mZg'(:c—Fk) siz20;
k=0

f(r)=0siz <0

1. Scit z € R.. Prouver la convergence de la série Z g (z+ k). Quel est le

k20
signe de f 7
2. (a) Etablir que : V(z,a) € (R})*, VkeN,
Cx — a
e+ k) -4 (a+k) <« ——.
gz +k)—g (at k) k1)

(b) Prouver I'existence d’'un réel D 2 0 tel que :
V(z.0) € (Re)", |f(2) - f(a) < D]z ~al.
Justifier la continuité de f en tout réel o € R,.

3. Soit { un réel positif, pour tout entier N, on pose :

N +00
Sv()==>_g(t+k) et Ry(t)=— > d{t+k).
k=0 k=N+1
Tournez la page s.v.p.
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(a) Démontrer que : Vk > 1. Vi€ R,.

1 c 1 1
(t+k+17 4k t+k+1

puis que :
C
N+1

VN 20, VteR,, |Ry(1)|<

{b) Prouver que :

1

VN € N. /'f () dt = g(0) = g (N+1) + [RN (t) dt.

0
(c) Justifier que : lim g (k) =0 et que :
kE—+oo

1

[seit=g0).
0
4. (a) Vérifier que :
VieRy, fl+1)-f(t)=4()

puis que :
r+1

Ve eRy, glz)= /f(t)dt.
N
(b) Pour tout entier N 2 0, on pose Sy = / f (1) dt. Etablir que :
0

VN2 1, Syv=) g(k
puis que :
Vr e R, SUJ < /f(t)dtéSLmJH.
0

“+ o0

En déduire la convergence de I'intégrale / £ (£) dt et préciser sa valeur.
0

{¢) Démontrer que f peut étre considérée comme la densité d'une variable
aléatoire X et que sa discrétisée Xy suit la méme loi que Y.
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